
 
 

 Buku Pelengkap  

 
 
 

FISIKA MATEMATIKA 
Edisi I 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Dr. Husin Alatas 
 
 Bagian Fisika Teori 
 Departemen Fisika 
 Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam 
 Institut Pertanian Bogor 

 



 1

BAB 1  

DERET TAK-HINGGA, DERET PANGKAT DAN URAIAN TAYLOR 
 
 

1. Pendahuluan 

Pada bab ini akan dibahas mengenai pengertian deret dan aplikasinya dalam 

Fisika. Dalam banyak fenomena fisis, penggunaan deret diperlukan untuk memperoleh 

hasil kuantitatif yang bersifat hampiran ketika memecahkan persoalan yang cukup rumit 

secara matematis. Contoh yang paling sederhana yang biasa kita jumpai dalam persoalan 

Fisika dasar adalah persoalan bandul sederhana yang disimpangkan dan akan mengalami 

gerak periodik ketika dilepaskan akibat gaya gravitasi yang bertindak sebagai gaya 

pemulih seperti yang diperlihatkan pada gambar 1 untuk bandul bermassa m dengan 

panjang tali l.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Berdasarkan hukum kedua Newton, penggambaran dinamika gerak bandul 

dengan massa m tersebut diberikan oleh persamaan diferensial berikut: 

 θθ sin2

2

l
g

dt
d

−=  (1) 

Secara matematik, persamaan (1) di atas relatif sulit untuk dipecahkan akibat kehadiran 

fungsi sinusoidal θsin . Untuk melakukan penyederhanaan persoalan tersebut, langkah 

yang dapat ditempuh adalah dengan melakukan hampiran terhadap fungsi sinusiodal 

tersebut melalui uraian deret pangkat sebagai berikut: 

 .....
120

1
6
1sin 53 ++−= θθθθ  (2) 

mg

θ  

θsinmg  θ  

Gambar 1. 

l  
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Terlihat dari hasil hampiran tersebut bahwa untuk kasus dengan 1<<θ , suku-suku 

dengan pangkat yang lebih dari 1 memiliki harga yang sangat kecil, sehingga fungsi sinus 

tersebut dapat dihampiri menjadi θθ ≈sin . Dengan demikian, persamaan (1) untuk 

kasus dengan 1<<θ  dapat disederhanakan menjadi:    

 θθ
l
g

dt
d

−=2

2
 (3) 

yang secara matematis jauh lebih sederhana untuk dipecahkan. 

 Perlu ditekankan disini, bahwa gambaran dinamika yang diberikan oleh 

persamaan (3) hanya berlaku untuk sudut simpangan yang relatif sangat kecil dan tidak 

menggambarkan dinamika yang sebenarnya bagi gerak bandul dengan simpangan yang 

relatif cukup besar. 

2. Deret 

 Dari contoh pada bagian pendahuluan di atas, secara umum dapat disimpulkan 

bahwa penguraian suatu fungsi ke dalam bentuk deret pangkat: 

  ( ) ∑
∞

=
=++++=

0

3
3

2
210 ....

n

n
n xaxaxaxaaxf   (4) 

dapat membantu kita untuk menyederhanakan suatu model matematik yang relatif sulit 

untuk dipecahkan. Walau sejak dini harus kita sadari bahwa uraian tersebut umumnya 

tidak berlaku untuk semua interval x, tapi setidaknya akan memberikan jawaban sebagian 

atas fenomena yang kita amati. Secara umum, penggunaan deret dalam Fisika seringkali 

dibutuhkan ketika memecahkan problem-problem yang ada. 

 Sebelum kita membahas secara lebih spesifik mengenai deret pangkat yang 

diberikan oleh persamaan (4), akan ditinjau terlebih dahulu pengertian deret secara 

umum. Deret pada dasarnya adalah penjumlahan suatu barisan bilangan yang memiliki 

keteraturan tertentu, secara simbolik deret dapat ditulis sebagai ∑ na , dengan Σ 

menyatakan penjumlahan dan na  adalah barisan yang terkait. Sebagai contoh deret selain 

deret pangkat (4) misalnya adalah: 

   .....321
1

+++=∑
∞

=n
n  (5a) 
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   .....3

1

1 +++=∑
∞

=

− bxbxbbx
n

n , (5b) 

   ( ) ....
9
1

4
111

1
2 xxxxnn

n
−+−=

−∑
∞

=
 (5c) 

dengan n adalah bilangan bulat, x merupakan variabel yang dapat berharga berapa saja 

dan b adalah sebuah bilangan konstan sebarang. Ungkapan n , 1−nbx  dan ( ) xnn 21−  

adalah barisan na  yang dimaksud. Sehingga jelas diperlihatkan adanya keteraturan 

tertentu dalam barisan yang terdapat dalam deret tersebut. Perhatikan pula bahwa tanda 

dalam deret tersebut dapat positif/negatif semua atau memiliki tanda yang berganti-ganti 

untuk setiap barisannya dan lazim disebut sebagai deret bolak-balik. Jika pada deret 

tersebut terdapat tak-hingga buah barisan maka dikatakan deret tersebut adalah deret tak-

hingga. Secara spesifik contoh pada persamaan (5b) tidak lain adalah deret geometri atau 

deret ukur.  

3. Uji Konvergensi Deret 

 Pertanyaan yang muncul sekarang adalah apakah deret tak-hingga tersebut akan 

menuju ke suatu jumlah tertentu (konvergen) atau tidak (divergen). Misalkan ∑=
n

m
mn aS  

adalah jumlah n buah barisan, maka deret tersebut dikatakan konvergen jika 

SSnn =∞→lim  dengan ∞<S  atau dengan kata lain S  berhingga dan dikatakan 

divergen jika ∞→S . Untuk memeriksa apakah suatu deret konvergen atau divergen 

dapat dilakukan dengan menggunakan sejumlah perangkat uji. Suatu deret belum tentu 

dapat diperiksa konvergensinya menggunakan semua perangkat-perangkat yang nanti 

akan dibahas. Bisa saja deret tersebut hanya dapat diuji konvergensinya hanya dengan 

satu perangkat pemeriksa. 

3.1. Uji Awal 

 Pemeriksaan pertama kekonvergenan adalah dengan melakukan uji awal yaitu 

dengan memeriksa apakah untuk barisan yang ke tak-hingga 0lim =∞→ nn a . Jika hal ini 

tidak terpenuhi maka segera dapat kita simpulkan bahwa deret tersebut divergen. Jika 

ternyata hal tersebut dipenuhi, maka ada kemungkinan deret tersebut konvergen, dan 
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pemeriksaan lebih lanjut harus dilakukan untuk mendapat kepastiannya.. Jelas, uji ini 

bukan untuk mengetahui suatu deret konvergen atau tidak, tetapi lebih diperuntukkan 

sebagai langkah awal paling sederhana untuk menghemat waktu, karena jika 

0lim ≠∞→ nn a  maka dengan segera kita dapat simpulkan bahwa deret tersebut divergen.  

 Contoh 1.1. Deret ∑
∞

=1n
n  merupakan deret tak-hingga yang divergen karena jelas 

terlihat bahwa ∞=∞→ nnlim , sedangkan untuk deret tak-hingga ∑
∞

=1

1

n n
 memiliki 

kemungkinan konvergen karena 01lim =∞→ nn  

3.2. Uji Konvergensi Deret Positif 

 Setelah kita melakukan uji awal dan misalkan deret yang ditinjau memenuhi 

kondisi 0lim =∞→ nn a , maka beberapa perangkat pemeriksaan selanjutnya untuk 

mengetahui konvergensinya. Untuk pembahasan berikut ini, kita akan membatasi diri 

pada kasus dengan deret yang memiliki tanda positif untuk semua barisannya (deret 

positif). Pengujian deret bolak-balik akan dibahas secara terpisah.  

3.2.1. Uji Banding 

 Uji ini dimaksudkan untuk menguji konvergensi dan divergensi. Untuk 

memeriksa deret yang ditinjau, kita membutuhkan suatu deret lain yang sudah diketahui 

konvergensinya dan juga deret lain yang sudah diketahui divergensinya, dan kemudian 

dilakukan perbandingan apakah deret yang kita tinjau misal ∑ na  dengan deret yang 

telah kita ketahui konvergensinya ∑ nb  dan jika memenuhi kondisi nn ba <  untuk 

semua Nn ≥ , maka deret tersebut konvergen. Sedangkan untuk deret lainnya yang telah 

diketahui divergen misalnya ∑ nd , jika memenuhi kondisi nn da >  untuk semua Nn ≥ , 

maka deret ∑ na  tersebut divergen.  
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 Sebagai deret pembanding dapat digunakan deret geometri yang diberikan oleh 

persamaan (5b). Deret ini tidak divergen untuk 1<x  dan dapat dibuktikan dengan mudah 

melalui ungkapan ( )∑
∞

=
−

0
1

n

n xbx  bahwa  deret tersebut konvergen ke jumlah (buktikan!): 

    
x

bbx
n

n
−

=∑
∞

= 10
 (6) 

 Contoh 1.2. Tinjau konvergensi deret berikut: (i) ∑
∞

=1

1

n n
dan (ii) ∑

∞

=1 !
1

n n
. dengan 

( )( )...21! −−= nnnn . Misalkan untuk persamaan (6) kita gunakan 1=b  dan 21=x , 

sehingga deret yang menjadi pembandingnya adalah ∑ n2
1 . Sebagaimana terlihat dari 

perbandingan dalam tabel berikut:    

n  1−n  ( ) 1! −n  n−2  

1 1 1 21  

2 21  21  41  

3 31  61  81  

4 41  241  161  

5 51  1201  321

 

jelas terlihat bahwa untuk deret (i) selalu berlaku nn 2
11

>  untuk seluruh n sehingga 

dengan demikian deret tersebut divergen berdasarkan uji ini. Sedangkan untuk deret (ii) 

terlihat bahwa untuk 4≥n  selalu terpenuhi kondisi nn 2
1

!
1
< , sehingga dengan demikian 

deret (ii) konvergen. Perlu dicatat bahwa pemeriksaan dengan menggunakan uji banding 

ini tidak selalu memberikan hasil yang sebenarnya mengenai konvergensi suatu deret, hal 

ini dikarenakan pada uji ini hasil yang diperoleh bergantung pada pemilihan deret 

pembanding yang konvergen. 
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3.2.2. Uji Integral 

 Dalam uji integral ini, yang dilakukan adalah dengan melakukan integrasi secara 

kontinu terhadap n dimana ∫∑
∞∞

→ dnaa n
n

n . Jika hasil integrasi deret yang ditinjau 

tersebut terbatas, maka deret tersebut konvergen. Sebaliknya jika hasilnya tak-hingga 

maka deret tersebut divergen. 

 Contoh 1.3. Tinjau deret ∑
∞

=1

1

n
pn

 dengan 0>p  (secara khusus deret ini disebut 

juga deret p-harmonik). Integrasikan deret tersebut terhadap n: 

 








=∞

≠
−=

−
∞

∫
1,

1,
11

1

p

p
p

C
dn

n

p

C
p     (7) 

Perlu dicatat bahwa batas integrasi bagian bawah pada persamaan (7) adalah C yang 

harganya tidak harus selalu sama dengan nol. Hal ini dimaksudkan untuk menghindari 

kemungkinan kontribusi dari batas tersebut berharga tak-hingga. Dapat dibuktikan bahwa 

berdasarkan uji banding untuk deret ∑
∞

=1
2

1

n n
 dengan deret pembanding ∑

∞

=1 2
1

n
n  akan 

mengindikasikan deret yang divergen. Tetapi berdasarkan uji integral deret tersebut 

adalah konvergen (which one is correct?!) 

3.2.3. Uji Rasio 

 Tinjau deret ∑
∞

=1n
na  dan misalkan C

a
a

n

n
n =+

∞→
1lim , maka: 

(a) Deret konvergen jika 1<C    

(b) Deret divergen jika 1>C  

(c) Pengujian tidak dapat menentukan konvergen atau divergen jika 1=C  

Contoh 1.4. Tinjau ∑
∞

=1n
na  dengan 

!
1
n

an =  dan ( )1!
1

1 +
=+ nn

an , maka 

berdasarkan uji rasio diperoleh 10
1

1limlim 1 <=
+

= ∞→
+

∞→ na
a

n
n

n
n . Sehingga dengan 
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demikian berdasarkan uji rasio ini deret tersebut juga konvergen, sebagaimana yang 

diperoleh pada contoh bagian 3.2.1.  

3.2.4. Uji Banding Limit 

 Seperti halnya uji banding 3.2.1, pada uji ini juga terbagi atas uji konvergensi dan 

uji divergensi. Jika  ∑ na  adalah deret yang ingin diuji konvergensinya dan terdapat 

deret lain: 

a. ∑ nb  yang telah diketahui konvergen dan jika C
b
a

n

n
n =∞→lim , dengan 

[ )∞∈ ,0C , maka deret tersebut konvergen. 

b. ∑ nd  yang diketahui divergen dan jika C
d
a

n

n
n =∞→lim , [ )∞∈ ,1C , maka deret 

tersebut divergen. Untuk selang ( )1,0∈C  sebaiknya lakukan uji lain karena 

mungkin saja deret tersebut konvergen.  

 Contoh 1.5. Tinjau konvergensi dari deret 
( )∑

∞

= +

+

1
21

13

n n
n . Sebagai pembanding kita 

gunakan deret ∑
∞

=1

1

n n
 yang diketahui divergen. Pemilihan ini dilakukan juga dengan 

menimbang bahwa untuk nilai n yang besar berlaku 
( ) nn

n 3~
1

13
2+

+ . Dari sini diperoleh 

( )
03

12
3lim

1
13lim 2

2

2 >=
++

+
=×

+

+
∞→∞→

nn
nnn

n
n

nn , sehingga deret tersebut divergen. 

 Sebagai catatan akhir, dalam pengujian konvergensi suatu deret seringkali 

dibutuhkan pengujian dengan menggunakan lebih dari satu perangkat pemeriksaan. 

Misalkan dengan cara uji banding kita memperoleh bahwa deret yang ditinjau divergen 

sedangkan dengan menggunakan uji awal mengindikasikan kemungkinan konvergen, 

maka kita patut curiga bahwa perangkat tersebut tidak memberikan jawaban yang tepat, 

sehingga harus dilakukan pengujian dengan menggunakan perangkat lainnya. Secara 

umum dapat dikatakan bahwa uji integral dan uji rasio memberikan hasil yang lebih 

dapat dipercaya ketimbang uji banding, mengingat pemilihan deret pembanding sangat 

menentukan dalam proses pengujian.  
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3.3. Uji Konvergensi Deret Bolak-Balik 

 Sebagaimana telah diberikan pada persamaan (5c), deret bolak-balik merupakan 

penjumlahan barisan yang memiliki tanda yang berubah-ubah dari positif dan negatif. 

Untuk memeriksa kekonvergenan dari deret seperti itu, kondisi yang akan dipenuhi jika 

deret tersebut konvergen adalah sebagai berikut: 

 a.  nn aa <+1  dengan na  dan 1+na  adalah nilai mutlak barisan. 

 b. 0lim =∞→ nn a . 

  Contoh 1.6. Tinjau deret pada persamaan (5c) dengan menetapkan 1=x . Terlihat 

dengan mudah bahwa 
( ) 22

1
1

1
nn

<
+

 dan 01lim 2 =∞→
n

n , sehingga dengan demikian 

deret tersebut konvergen. 

3.4. Konvergensi Mutlak  

  Misalkan deret ∑ na  merupakan deret bolak-balik, maka berlaku teorema 

berikut: jika deret mutlaknya ∑ na  merupakan sebuah deret yang konvergen maka 

∑ na  juga konvergen. Tetapi tidak berlaku sebaliknya, jika ∑ na  konvergen maka 

belum tentu ∑ na  konvergen. Jika sebuah deret bolak-balik konvergen dan juga deret 

mutlak yang terkait dengannya konvergen maka deret tersebut dikatakan memiliki 

Konvergensi Mutlak. Sedangkan jika deret bolak-balik tersebut konvergen sementara 

deret mutlaknya divergen maka deret tersebut dikatakan memiliki konvergensi bersyarat. 

3.5. Rentang Konvergensi 

  Untuk deret-deret yang mengandung variabel bebas ( )∑ xan , seperti yang 

dicontohkan pada persamaan (5b), langkah selanjutnya yang harus dilakukan adalah 

memeriksa pada rentang x dimana deret tersebut konvergen. Untuk mengetahui rentang 

tersebut, kita dapat menggunakan uji rasio yang telah dibahas pada bagian 3.2.3, yakni 

dengan meninjau kondisi 
( )
( ) 1lim 1 <+

∞→ xa
xa

n

n
n  dan akan diperoleh empat kemungkinan 

rentang x yaitu: (a) 0=x , (b) CxC <<− , (c) xC >−  dan Cx > , atau (c) ∞<<∞− x . 
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  Contoh 1.7. Tinjau deret ( )∑
∞

=

+−

1

11

n
n

n

x
. Dari uji rasio diperoleh: 1lim

+∞→ n

n

n
x
x  

diperoleh 11 <x  atau 1>x , sehingga dengan demikian rentang konvergensi deret 

tersebut adalah 1−<x  dan 1>x . Perhatikan bahwa rentang ini tidak mengikut sertakan 

nilai-nilai ujung 1−=x  dan 1=x . Untuk menguji konvergensi di titik-titik tersebut harus 

dilakukan dengan menggunakan uji yang lain dan ini diserahkan kepada pembaca sebagai 

latihan.  

4. Deret Pangkat dan Uraian Taylor 

  Seperti telah disinggung pada bagian pendahuluan, dalam memecahkan banyak 

persoalan Fisika harus diselesaikan dengan melakukan hampiran agar diperoleh suatu 

model matematika yang secara teknis lebih mudah dipecahkan. Walau dalam banyak hal 

kita akan kehilangan generalitas perilaku sistem yang ditinjau, akan tetapi cara ini sedikit 

banyak dapat membantu kita memahami perilaku sistem dalam suatu rentang tertentu. 

  Salah satu hampiran yang luas digunakan dalam Fisika adalah dengan 

menguraikan suatu fungsi dengan menggunakan basis deret pangkat sebagaimana yang 

diberikan pada persamaan (4). Secara spesifik, penguraian suatu fungsi dengan basis 

polinom nx  dikenal dengan nama uraian Taylor.  

  Dalam menguraikan suatu fungsi dalam deret pangkat tersebut harus diperhatikan 

pula rentang nilai x yang membuat uraian tersebut konvergen. Untuk memperoleh rentang 

tersebut dapat digunakan perangkat uji rasio yang telah dibahas pada bagian 3.2.3. 

Sebelum kita memposisikan diri untuk mencari rentang konvergensi, terlebih dahulu akan 

kita bahas mengenai uraian Taylor berbasiskan deret pangkat. 

  Tinjau kembali persamaan (4) yang lebih diperluas sebagai berikut: 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

=
−=+−+−+−+=

0

3
3

2
210 ....

n

n
n cxacxacxacxaaxf  (8) 

dengan c adalah suatu konstan yang berharga sebarang. Selanjutnya kita akan 

menentukan koefisien-koefisien na . Terlihat dengan mengambil cx = , akan diperoleh:  

  ( )cfa =0  (9) 
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Selanjutnya untuk menentukan koefisien 1a , diferensiasikan persamaan (8) dan evaluasi 

di titik cx =  sehingga diperoleh:  

 ( )
cxdx

xdfa
=

=1  (10) 

Mudah ditebak, bahwa untuk mendapat koefisien 2a  dilakukan dengan 

mendiferensiasikan dua kali persamaan (8):  

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ....!3!2

....12312

32

322

2

+−+=

+−××+×=

cxaa

cxaa
dx

xfd

 (11) 

dan kembali mengevaluasinya di titik cx = : 

  
( )

.
!2

1
2

2

2
cxdx

xfda
=

=  (12) 

Untuk koefisen na  dengan cara yang serupa diperoleh: 

 
( )

.
!

1
2

2

cx
n

dx
xfd

n
a

=

=  (13) 

Sehingga dengan demikian diperoleh uraian fungsi ( )xf  dengan basis fungsi polinom 

( )ncx −  sebagai berikut: 

 ( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

= =

−+=
1 !

1

n

n

cx
n

n
cx

dx
xfd

n
cfxf  (14) 

 Secara spesifik, uraian yang diberikan oleh persamaan (14) dinamakan sebagai 

uraian Taylor, sedang khusus untuk kasus dengan 0=c  dinamakan uraian MacLaurin. 

Uraian Taylor memiliki peranan yang dapat dikatakan sangat sentral dalam Fisika dan 

saudara harus meyakini diri telah memahami secara baik konsep uraian tersebut. 

 Contoh 1.8. Uraiankan fungsi ( ) xxf sin=  dalam uraian Taylor dan tentukan 

rentang konvergensinya. Dengan mengambil 0=c  diperoleh: 

  0sin 00 == =xxa  (15a) 

   ( ) 1cossin
0

0
1 === =

=
x

x
x

dx
xda  (15b) 



 11

  ( ) 0sin
2
1sin

2
1

00
2

2

2 =−==
== xx

x
dx

xda  (15c) 

 ( )
6
1cos

6
1sin

6
1

00
3

3

3 −=−==
== xx

x
dx

xda  (15d) 

dan seterusnya sehingga didapatkan: 

 ....
120

1
6
1sin 53 ++−= xxxx  (16) 

Uraian di atas dapat diartikan sebagai uraian Taylor untuk ( ) xxf sin=  di sekitar titik 

0=x . Langkah selanjutnya adalah menentukan rentang kekonvergenan uraian Taylor 

(16) dengan memanfaatkan uji rasio. Karena deret pada persamaan (16) merupakan deret 

dengan koefisien yang terdiri atas positif dan negatif, maka yang akan kita tinjau adalah 

uji rasio bagi konvergensi mutlak deret tersebut. Untuk itu, terlebih dahulu kita nyatakan 

persamaan (16) dalam bentuk: 

 ( )
( )

( )∑
∞

=

−

−
−

−=++−
1

1253
!12

1....
120

1
6
1

n

n
n

x
n

xxx  (17) 

Kemudian berdasarkan uji rasio diperoleh: 

 

( )

( )
( )

( )

( ) 10
122

lim

!12!12
limlim

2

1212
1

<=
+

=

−
÷

+
=

∞→

−+

∞→
+

∞→

nn
x

n
x

n
x

a
a

n

nn

n
n

n
n

 (18) 

Karena limit di atas berharga nol untuk semua x maka uraian Taylor untuk ( ) xxf sin=  

memiliki rentang konvergensi ∞<<∞− x  atau dengan kata lain berlaku untuk seluruh 

harga x. 

 Contoh 1.9. Jika pada contoh 1.8 untuk fungsi sinus kita dapat menguraikannya 

dalam dengan mengambil 0=x , ternyata hal ini tidak berlaku umum untuk semua 

fungsi. Sebagai contoh adalah fungsi ( )
x

xf 1
= . Dengan mengambil uraian Taylor di 

sekitar titik 0=x  segera akan kita dapatkan bahwa untuk koefisien 1a  saja yang 

diperoleh adalah: 
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( )

∞=

−=

=

=

=

0
2

0
1

1

1

x

xx

x

d
xda

 (19) 

Sehingga dengan demikian jelas kita tidak dapat menguraikan fungsi tersebut dengan 

mengambil 0=c . Untuk kasus ini, kita dapat mengambil nilai x di titik lain misalnya di 

1=x , sehingga kita peroleh uraiannya sebagai berikut (buktikan!): 

  
( ) ( ) ( )

( ) ( )∑ −+ −−=

+−−−+−−=

11

32

11

...11111

nn x

xxx
x  (20) 

Dengan menggunakan kembali uji rasio diperoleh 

  

( )
( )

11

1
1limlim 1

1

<−=

−

−
=

−∞→
+

∞→

x

x
x

a
a

n

n

n
n

n
n

 (21) 

Sehingga diperoleh rentang kekonvergenannya adalah 111 <−<− x  atau 20 << x . 

Ingat bahwa titik-titik ujung 0=x  dan 2=x  tidak disertakan. 

 Sebagai sebuah tambahan, penting untuk diketahui syarat lain yang harus 

dipenuhi agar suatu fungsi dapat dinyatakan dalam uraian Taylor yakni syarat 

konvergensi seragam. Secara ungkapan matematika yang ketat, syarat ini dapat dinyatkan 

sebagai berikut: “Misal ( ) ( )∑
=

=
n

m
mn xaxS

1
 dan ( ) ( )∑

=
∞→=

n

m
mn xaxS

1
lim  yang konvergen 

dalam suatu rentang terbuka ( )21,CCx∈ , maka jika terdapat suatu nilai ε  sedemikian 

sehingga ( ) ( ) ε<− xSxSn  berlaku untuk semua Nn >  dan N  tidak bergantung pada x 

dalam rentang tersebut, maka dikatakan deret tersebut konvergen seragam pada rentang 

tersebut.  

 Berdasarkan kondisi konvergensi seragam ini, keuntungan yang diperoleh dari 

uraian Taylor berbasiskan deret pangkat ini adalah adanya kemudahan dalam hal 

mendiferensiasi dan mengintegrasikannya, yang dapat dilakukan suku per suku. 
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 Dalam beberapa hal, kita mungkin saja menjumpai bentuk fungsi-fungsi yang 

relatif cukup sulit untuk diuraikan dalam bentuk uraian Taylor. Untuk itu kita dapat 

memanfaatkan fungsi-fungsi yang sudah diketahui terlebih dahulu uraian dan selang 

konvergensinya. Misalkan sebuah fungsi ( ) ( ) ( )xwxuxf =  dengan selang konvergensi 

masing-masing adalah uC  dan wC , maka uraian Taylor untuk ( )xf  di sekitar titik cx =  

diberikan oleh: 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 





 +−+





 +−+= ...... cx

dx
dwcwcx

dx
ducuxf  (22) 

dengan rentang konvergensi uraian tersebut merupakan irisan dari rentang masing-

masing uraian wu CC ∩ . 

 Contoh 1.10. Tinjau fungsi ( )
x

xxf sin
=  yang kerap dijumpai dalam persoalan 

gelombang. Berdasarkan pengetahuan kita tentang uraian Taylor untuk ( ) xxf sin=  di 

sekitar titik 0=x  yang diberikan oleh persamaan (16) maka uraian fungsi tersebut 

adalah: 

   .....
!7!5!3

1sin 642
+−+−=

xxx
x

x  (22) 

Dalam contoh ini kita tidak perlu uraian Taylor untuk fungsi ( )
x

xf 1
= . Untuk 

menentukan rentang konvergensinya, telah kita peroleh sebelumnya bahwa uraian xsin  

di sekitar 0=x  memiliki rentang ∞<<∞− x , sedangkan untuk ( )
x

xf 1
=  rentang 

definisinya (bukan rentang konvergensi!) adalah { }0, ≠∞<<∞− xx  sehingga irisan 

dari kedua rentang adalah { }0, ≠∞<<∞− xx . 

5. Contoh Penerapan dalam Fisika 

5.1. Hampiran Numerik 

 Menggunakan uraian Taylor kita dapat mencari hampiran dari suatu fungsi ( )xf  

dengan melakukan pemangkasan orde dari uraian tersebut sesuai dengan yang kita 

kehendaki. Misalnya kita melakukan pemangkasan hingga orde ke n, maka derajat 

ketelitian yang kita peroleh dapat didekati melalui formula: 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 1
1

1

1

!1
1

!
1

+

=
+

+

= =

−
+

≈














−+−= ∑

n

dx
n

n

n

m

m

cx
m

m

n

cx
dx

fd
n

cx
dx

fd
m

cfxfxR

 (23) 

Dengan d adalah titik di antara c dengan nilai x yang ingin dihampiri.    

 Contoh 1.10. Fungsi semacam ( )
x

xf 1
=  kerap kali ditemukan penerapannya 

dalam problem Fisika terkait dengan potensial listrik Coulomb. Uraian fungsi tersebut 

pada persamaan (2) dapat kita artikan bahwa nilai fungsi tersebut di sekitar titik 1=x  

dengan rentang 20 << x  dapat dihampiri dengan keakurasian yang cukup baik akibat 

kekonvergensianya pada rentang tersebut. Untuk memperkirakan harga fungsi tersebut 

disekitar 01,1=x  misalnya, kita dapat melakukan pemangkasan deret pada persamaan 

(20) hingga pangkat yang rendah saja, misalnya sampai dengan orde 2, 

   
9901,0

)101,1()101,1(1
01,1
1 2

=

−+−−=

 (24) 

Berdasarkan pendekatan (23) derajat ketelitiannya dapat dihitung melalui hubungan 

berikut: 

   

( ) ( ) ( )

( )34

3
3

3

11

1
!3

1

−=

−=
=

x
d

cx
dx

xdxR
dx

n

 (25) 

Ambil misalnya 005,1=d  maka ketelitian yang diperoleh berorde sebesar 610~ − . 

 Contoh 1.11. Dalam Fisika relativistik, diketahui bahwa energi kinetik yang 

dimiliki oleh suatu benda yang bergerak dengan kelajuan v  dilihat oleh seorang 

pengamat adalah sebesar: 

   2
022

2
0

1
cm

cv

cm
Ek −

−
=  (26) 
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Tinjau fungsi ( )
21

1

x
xf

−
=  dengan cvx = . Untuk kasus non-relativistik, dimana 

1<<x , uraian Taylor fungsi tersebut hingga orde pertama di sekitar 0=x  adalah: 

   2
2 2

11
1

1 x
x

+≈
−

 (27) 

Sehingga dengan demikian dari persamaan (26) diperoleh: 

   
2

0

2
02

2
2

0

2
1

2
11

vm

cm
c
vcmEk

=

−









+=

 (28) 

yang tidak lain adalah ungkapan energi kinetik untuk kasus non-relativistik yang kita 

kenal. 

5.2. Penurunan Persamaan Diferensial dan Integral 

 Selain dari penerapannya dalam memperoleh hampiran seperti yang dicontohkan 

pada bagian 5.1, uraian Taylor juga lazim digunakan antara lain misalnya dalam 

merumuskan persamaan diferensial atau persamaan integral yang menggambarkan 

dinamika suatu sistem yang relatif kompleks.  

 Contoh 1.12. Penerapan uraian Taylor untuk persamaan integral terkait dengan 

problem mencari potensial listrik akibat distribusi muatan di suatu titik. Secara 

matematik, integrasi potensial yang dijumpai biasanya sangat rumit:  

  ( ) ( )
∫

′∠′−′+

′′
=

vol rrrrrr

rdrrV rr,cos222

3ρ  (26) 

Untuk mengatasinya, tinjau fungsi: 

    

( )

θεε cos21

1

,cos2

1

2

22

−+
=

′∠′−′+
=

r

rrrrrr
rf rr

 (27) 
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dengan rr ′=ε  dan rr rr ′∠ ,θ . Jika diasumsikan bahwa 1<ε , maka fungsi di dalam 

tanda akar pada bagian kanan persamaan (27) dapat diuraikan dalam uraian Taylor 

sebagai berikut: 

 

( ) ( )

.....cos
2
3

2
1cos1

...cos2
8
3cos2

2
11

cos21

1

22

222
2

+





 +−++=

+−+−−=
−+

θεθε

θεεθεε
θεε

 (28) 

Uraian ini dapat dengan mudah diperoleh melalui uraian Taylor fungsi ( )
x

xf
+

=
1
1  di 

sekitar 0=x , dengan θεε cos22 −=x . Berdasarkan hasil di atas, maka integral pada 

persamaan (26) dapat diselesaikan dalam bentuk: 

  ( ) ( ) ( ) .....cos11 3
2

3 +′′′+′′= ∫∫
volvol

rdrr
r

rdr
r

rV θρρ  (29) 

Teknik memperoleh potensial dengan cara ini ini dikenal sebagai cara Metode Ekspansi 

Multipol dan akan lebih lanjut dibahas dalam perkuliahan Listrik-Magnet. 

 Contoh lain adalah penerapan dalam menurunkan persamaan diferensial yang 

menggambarkan dinamika suatu sistem. Misalnya ketika memodelkan persamaan untuk 

gelombang pada tali dengan memakai asumsi bahwa simpangan yang dialami oleh suatu 

titik pada tali relatif sangat kecil. 

 Seperti yang disinggung pada bagian pendahuluan, penerapan uraian Taylor ini 

dimaksudkan untuk menyederhanakan persoalan terkait yang sering membutuhkan teknik 

matematika yang sangat rumit. Tetapi, sejak awal harus disadari bahwa pemodelan 

semacam ini tidak memberikan suatu gambaran yang sifatnya menyeluruh mengenai 

sistem yang ditinjau, sehingga kadang kita akan kehilangan fenomena-fenomena yang 

terbuang ketika dilakukan penyederhaan tersebut. 
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BAB 2  

BILANGAN KOMPLEKS 
 
 

1. Pendahuluan 

 Sistem bilangan kompleks pada dasarnya merupakan perluasan dari sistem 

bilangan riil. Sistem bilangan ini diperkenalkan untuk memecahkan sistem-sistem 

persamaan aljabar yang tidak mempunyai jawaban dalam sistem bilangan kompleks. 

Tinjau misalnya sistem persamaan sederhana 012 =−x . Kita akan dengan cepat 

mengetahui bahwa jawabannya adalah 1±=x . Tetapi bagaimana dengan persamaan 

012 =+x ? Persamaan ini hanya berbeda tanda sedikit dengan yang sebelumnya. Kita 

akan segera menjawab bahwa 1−±=x , tetapi ini bertentangan dengan konsep bilangan 

riil, yaitu tidak ada kuadrat suatu bilangan yang berharga negatif. Atas dasar inilah 

kemudian dikembangkan konsep bilangan baru dalam satuan “ i ”yang jika dikuadratkan 

akan berharga negatif atau 12 −=i . Karena sifatnya yang tidak dijumpai dalam sistem 

bilangan riil (nyata) maka bilangan tersebut dinamakan bilangan imajiner (khayal). 

 Dalam Fisika, sistem kompleks memegang peranan yang penting seperti misalnya 

dalam mempelajari gelombang, rangkaian listrik sampai dengan penggambaran dinamika 

partikel sub-atomik.  

2. Bilangan Kompleks 

 Bilangan kompleks didefinisikan sebagai kombinasi linier antara bilangan riil 

dengan bilangan imajiner sebagai berikut: 

   ibaz +=  (1) 

dengan a  merupakan bagian riil dari bilangan kompleks z  dan b  adalah bagian 

imajinernya. Untuk menuliskan masing-masing bagian dinotasikan sebagai: 

   ( )za Re=  , ( )zb Im=  (2) 

 Berbeda dengan sistem bilangan riil yang memiliki konsep urutan dimana satu 

bilangan dapat lebih besar atau lebih kecil, maka dalam sistem bilangan kompleks konsep 

tersebut tidak dikenal.  
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2.1. Bidang Kompleks, Representasi Kartesian dan Polar 

 Jika dalam sistem bilangan riil kita dapat merepresentasikannya dalam suatu garis 

lurus seperti yang diilustrasikan pada gambar 1(a), maka bilangan kompleks lazim 

direpresentasikan dalam suatu bidang kartesian yang dinamakan sebagai bidang 

kompleks seperti yang diilustrasikan dalam gambar 1(b) dengan sumbu-sumbu ( )zx Re=  

dan ( )zy Im= .  

 

 

 

 

 

  

   

 

 

 

Dalam representasi ini, untuk setiap bilangan kompleks ibaz += , kita dapat 

mengaitkannya dengan suatu titik ( )ba,  di dalam sistem koordinat kartesis. Panjang 

garis lurus dari titik ( )0,0  ke ( )ba,  dinamakan Modulus Bilangan Kompleks atau z , 

sedangkan sudut θ  antara sumbu ( )zRe  dengan garis miring yang ditunjukkan pada 

Gambar 1(b) dinamakan Argumen Bilangan Kompleks atau zarg . Besar modulus dan 

argumen dari bilangan tersebut adalah: 

   222 baz +=  (3a) 

   
a
bz arctanarg =  (3b) 

 Dari dua definisi ini, kita dapat pula menyatakan titik pada bidang kompleks 

tersebut dalam representasi Polar, yaitu dengan menyatakan titik ( )ba,  menjadi 

( )zz arg, , dimana kedua representasi tersebut dihubungkan oleh persamaan: 

  ( )zza argcos= , ( )zzb argsin=  (4) 

Gambar 1 

0 

− +  

x

(a) (b) 

x  

y
z  

z  

0 

θ

b

a  
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 Contoh 2.1. Nyatakan bilangan kompleks iA += 1 , iB −= 1 , iC −−= 1  dan 

iD +−= 1  dalam representasi kartesis dan polar. Dalam representasi kartesis, titik-titik 

tersebut diberikan oleh ( ) ( ) ( )1,1,1,1,1,1 −−− CBA  dan ( )1,1−D  dengan posisi titik-titk 

tersebut dalam bidang kompleks diilustrasikan dalam gambar di bawah. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Untuk menentukan representasinya dalam bentuk polar, maka terlebih dahulu kita cari 

modulus masing-masing titik serta argumennya. Berdasarkan persamaan (3) kita peroleh 

untuk bilangan iA += 1  misalnya, 211 22 =+=A  dan 
41

1arctanarg π
==A , 

sehingga dengan demikian representasinya dalam bentuk polar diberikan oleh 

( )4,2 πA . Dengan cara yang sama diperoleh untuk bilangan yang lainnya ( )47,2 πB , 

( )45,2 πC  dan ( )43,2 πD . 

2.2. Kompleks Konjugat 

 Untuk menentukan besar modulus bilangan kompleks sebagaimana yang 

diberikan pada persamaan (3a), diperkenalkan konsep unit bilangan konjugasi ii −=* , 

dengan 1* =ii , sehingga dapat didefinisikan kompleks konjugat untuk bilangan 

kompleks z : 

   
iba

biaz

−=

+= **
 (5) 

Jelas dari sini bahwa untuk memperoleh modulus yang diberikan dalam persamaan (2) 

dapat dilakukan melalui ungkapan: 

   
( )( )
22

2 *

ba

ibaibazzz

+=

+−==
 (6) 

x

y

0 

( )1,1A  ( )1,1−D  

( )1,1 −−C  ( )1,1 −B  
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 Contoh 2.2. Tinjau bilangan kompleks iA += 2 . Kompleks konjugat bilangan 

tersebut adalah: iA −=∗ 2 . 

2.3.  Aljabar Bilangan Kompleks 

 Seperti halnya bilangan riil, pada bilangan kompleks juga berlaku operasi-operasi 

aljabar seperti penjumlahan, pengurangan, perkalian dan pembagian. Misalkan kita 

mempunyai dua bilangan kompleks sebut saja 111 ibaz +=  dan 222 ibaz += , maka 

untuk operasi-operasi aljabar tersebut berlaku: 

(a) Penjumlahan:  

   
( ) ( )
( ) ( )2121

221121

bbiaa

ibaibazz

+++=

+++=+
 (7) 

(b) Pengurangan: 

   
( ) ( )
( ) ( )2121

221121

bbiaa

ibaibazz

−+−=

+−+=−
 (8) 

(c) Perkalian: 

   
( ) ( )
( ) ( )12212121

221121

babaibbaa

ibaibazz

++−=

+×+=×
 (9) 

(d) Pembagian: 

   
( )
( )

( )
( )

( )
2
2

2
2

2112
2
2

2
2

2121

22

22

22

11

*
2

*
2

2

1

2

1

ba
babai

ba
bbaa

iba
iba

iba
iba

z
z

z
z

z
z

+

−
+

+

+
=

−
−

+
+

=

=

 (10) 

Jelas terlihat dari hubungan di atas bahwa pada akhir masing-masing operasi tersebut 

dilakukan pengelompokan atas bagian riil dan imajiner. 

 Contoh 2.3. Tinjau dua bilangan kompleks iA += 2  dan iB 23−= , maka hasil 

pembagian 
∗B

A  adalah: ( )
( )

( )
( ) 13

8
23
23

23
2 i

i
i

i
i

B
A −

=
−
−

+
+

=
∗

.  
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3. Persamaan Kompleks dan Kurva pada Bidang Kompleks 

 Persamaan kompleks adalah sebuah persamaan yang mengandung variabel 

kompleks, misalnya iyiyx 2223 −=+  adalah contoh persamaan kompleks dengan x  dan 

y  merupakan variabel riil.  

 Dua bilangan kompleks adalah sama jika dan hanya jika bagian riilnya sama, 

demikian pula bagian imajinernya. Misalkan kita memiliki persamaan kompleks 

( ) ( ) ( ) ( )yxigyxfyxigyxf ,,,, 2211 +=+ , maka syarat agar persamaan ini dapat 

dipecahkan adalah jika ( ) ( )yxfyxf ,, 21 =  dan ( ) ( )yxgyxg ,, 21 = .  

 Contoh 2.4. Cari pemecahan persamaan kompleks 12 =z  dengan iyxz += . 

Nyatakan persamaan tersebut dalam variabel riil x  dan y  sebagai berikut: ( ) 12 =+ iyx . 

Selanjutnya kita jabarkan persamaan tersebut menjadi: 12 22 =−+ yixyx , sehingga di 

peroleh persamaan untuk bagian riil dan imajinernya masing-masing (i) 122 =− yx  dan 

(ii) 02 =xy . Dari persamaan (ii) jika 0=x  maka dari persamaan (i) diperoleh 12 −=y  

dan karena y seharusnya merupakan bilangan riil, maka hasil ini bukan pemecahan 

persamaan yang kita tinjau. Jika 0=y , maka diperoleh 12 =x  yang memberikan nilai 

riil bagi variabel x . Dengan demikian pemecahan persamaan tersebut adalah 

{ }0,1 =±= yx  atau 1±=z .  

 Jika kita memiliki sebuah sebuah persamaan kompleks yang memberikan hanya 

satu persamaan riil atau ( ) Czf =  dimana iyxz += , dengan ( )zf  dan C masing-masing 

berharga riil, maka sistem persamaan tersebut akan memberikan pemecahan dalam 

variabel x  dan y  yang saling tergantung, sehingga menggambarkan suatu kurva dalam 

bidang yx −  tersebut. 

 Contoh 2.5. Tentukan kurva yang terkait dengan persamaan 13 =−z . Ungkapan 

persamaan tersebut dalam variabel x  dan y   adalah: ( ) 133 22 =+−=+− yxiyx . 

Kuadratkan kedua ruas diperoleh persamaan lingkaran ( ) 13 22 =+− yx  dengan titik 

pusat di ( )0,3  dan berjari-jari 1. 
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4. Deret Pangkat Kompleks dan Lingkaran Konvergensi 

 Seperti halnya ketika kita membahas deret pangkat pada sistem bilangan riil pada 

bab 1, dalam sistem bilangan kompleks kita juga dapat membangun suatu deret pangkat 

tak-hingga yang didefinisikan sebagai: 

   ( ) ∑
∞

=
=

1n

n
n zazS  (11) 

dengan iyxz += , dan na  merupakan bilangan kompleks. Untuk menguji konvergensi 

dari deret tersebut, kita dapat memakai kembali semua perangkat yang telah kita bahas di 

bab 1 lalu.  

 Contoh 2.6. Tinjau deret berikut: 

  ( )∑
∞

=

+−=+−+−
1

1
432

1...
432 n

n
n

n
zzzzz  (12) 

Untuk menentukan konvergensi dari deret pangkat kompleks bolak-balik ini kita uji 

terlebih dahulu konvergensi mutlaknya. Dari 0lim =∞→ n
z n

n  dan 
n
z

n
z nn

<
+

+

1

1
 jelas 

bahwa deret ini konvergen karena memenuhi syarat konvergen mutlak. Selanjutnya untuk 

mengetahui harga z  yang membuat deret tersebut konvergen kita gunakan uji rasio: 

  
( )

1
1

lim
1

<=
+

+

∞→ z
zn

nz
n

n

n  (13) 

Dengan demikian diperoleh untuk harga 1<z  deret (12) konvergen. Mengingat 1=z  

tidak lain adalah kurva lingkaran dalam bidang kompleks, maka untuk semua nilai ( )yx,  

yang berada di dalam kurva tersebut deret tersebut konvergen. Untuk ( )yx,  yang berada 

tepat di lingkaran yaitu ketika 1=z , maka kita harus melakukan uji terpisah untuk 

menentukan konvergensinya dan mengingat analisis pemeriksaannya cukup panjang, 

maka hal ini tidak kita lakukan. 

5. Fungsi Eksponesial Kompleks 

 Seperti halnya pada pembahasan deret pangkat riil, setiap deret pangkat kompleks 

yang konvergen akan mendefinisikan sebuah fungsi ( )zf  dengan variabel kompleks z 
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dalam daerah konvergensi deret tersebut dan deret tersebut secara khusus dinamakan 

sebagai uraian Taylor. 

 Sekarang kita akan meninjau uraian Taylor dari fungsi kompleks ( ) zezf =  di 

sekitar 0=z  sebagai berikut (buktikan!): 

  

∑
∞

=
+=

+++++=

1

432

!
1

....
!4!3!2

1

n

n

z

n
z

zzzze
   (14) 

Dapat dibuktikan bahwa deret ∑ !n
z n

 konvergen untuk seluruh z , sehingga uraian 

Taylor fungsi ( ) zezf =  juga memiliki rentang konvergensi yang sama. Dapat 

diperlihatkan pula bahwa perkalian dan pembagian dua fungsi eksponensial kompleks 

juga memenuhi hubungan yang sama dengan fungsi eksponensial riil yaitu: 

   ( )2121 zzzz eee +=  (15a) 

   ( )21
2

1 zz
z

z
e

e
e −=    (15b) 

 Misalkan kita ambil iyz =  atau z  murni bilangan imajiner. Dengan 

memasukkannya ke dalam persamaan (14), kemudian mengelompokkannya dalam bagian 

riil dan imajiner diperoleh: 

  
4444 34444 214444 34444 21

y

yyyyi

y

yyyeiy

sin

...
!7!5!3

cos

...
!6!4!2

1
753642











+−+−+










+−+−=  (16) 

Bagian imajiner dari ruas kanan persamaan (16) tidak lain adalah uraian Taylor untuk 

fungsi ysin , sedangkan bagian riilnya dapat ditunjukkan merupakan uraian Taylor fungsi 

ycos . Sehingga dengan demikian kita dapati bahwa bentuk fungsi eksponensial bilangan 

imajiner ekuivalen dengan representasi trigonometrik: 

   yiyeiy sincos +=  (17) 

Hubungan yang diberikan oleh persamaan (17) di atas dikenal sebagai rumusan Euler. 
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 Contoh 2.7. Nilai dari ( )iie
i

+=+= 1
2
2

4
sin

4
cos4 ππ

π

 

 Berdasarkan representasi dalam bentuk polar yang diberikan pada persamaan (4), 

maka bentuk iyxz +=  kini dapat kita nyatakan dalam bentuk sebagai berikut:  

   ( )θθ sincos irz +=  (18) 

dengan zr =  dan zarg=θ , dan berdasarkan rumusan Euler pada persamaan (17) 

bentuk di atas dapat diubah menjadi: 

   θirez =  (19) 

 Contoh 2.8. Nyatakan bilangan kompleks iA += 3  ke dalam bentuk 

eksponensial kompleks. Modulus bilangan tersebut adalah: 213 =+=A  dan 

argumennya 
63

1arctanarg π
==A , sehingga representasinya dalam bentuk eksponesial 

kompleks adalah 62 πieA = . 

6. Pangkat dan Akar Kompleks 

 Dari hasil perkalian dua bilangan kompleks yang diberikan pada persamaan (15a), 

maka pangkat riil n dari suatu bilangan kompleks, dengan n adalah bilangan bulat, 

adalah: 

   ( ) θθ innnin errez ==  (20) 

Rumus pada persamaan (20) di atas lazim dikenal sebagai rumus de Moivre. Mengingat 

( ) ( )nni ie θθθ sincos += , maka berlaku hubungan bagus berikut: 

   ( ) θθθθ nini n sincossincos +=+  (21) 

 Karena θ  pada eksponensial kompleks dapat dihubungkan dengan argumen dari 

fungsi sinus dan kosinus, maka tanpa mengubah representasi z, maka berlaku hubungan 

berikut: 

   ( )πθθ mii ee 2+=   (22) 

karena 12 =πime .  
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 Berdasarkan persamaan (22) dan dari hasil pembagian dua bilangan kompleks 

yang diberikan pada persamaan (15b), maka akar pangkat n dari bilangan kompleks atau 
nz1  diberikan oleh: 

  
( )

( ) ( )[ ]nmninmnr

erz
n

nmninn

πθπθ

πθ

2sin2cos

211

+++=

= +

 (23) 

 Contoh 2.9. Jika iA += 3  hitunglah 4A . Dari contoh 2.8 diketahui 62 πieA = , 

sehingga ( ) 32464 162 ππ ii eeA ==  atau ( )318
3

2sin
3

2cos164 iiA +−=



 +=

ππ . 

 Contoh 2.10. Hitunglah akar-akar persamaan kompleks 14 =z . Tinjau 

( ) 4124 1 πimez == , sehingga keempat akar tersebut adalah 
2

sin
2

cos ππ mimzm +=  

dengan 4,3,2,1=m  yang masing-masing adalah: (i) iiz =+= 101  (ii) 1012 −=+−= iz  

(iii) iiz −=−= 103  (iv) 1014 =+= iz . 

7. Fungsi Trigonometri, Hyperbolik dan Logaritma Kompleks 

 Dari rumusan Euler pada persamaan (17), kita dapat menyatakan fungsi-fungsi 

trigonometrik θsin  dan θcos  dalam bentuk fungsi exponensial kompleks θie . Karena 

( ) θθ coscos =−  dan ( ) θθ sinsin −=− , maka berlaku: 

   θθθ sincos iei +=  (24b) 

   ( )∗− =−= θθ θθ ii eie sincos  (24b) 

Pemecahan kedua persamaan (24) memberikan: 

   
2

cos
θθ

θ
ii ee −+

=  (25a) 

   
i
ee ii

2
sin

θθ
θ

−−
=    (25b) 

 Perluasan persamaan (25)  ke bentuk kompleks dapat dilakukan dengan 

mengganti variabel riil θ  menjadi variabel kompleks z . Perluasan ini memberikan 

fungsi trigonometrik kompleks: 

   
2

cos
iziz eez

−+
=  (26a) 
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i
eez

iziz

2
sin

−−
=    (26b) 

 Contoh 2.11. Tunjukkan hubungan ( ) ( )( )βαβαβα −++= sinsin
2
1cossin , 

dengan α  dan β  adalah variabel riil. Berdasarkan persamaan (25), melalui manupulasi 

berikut diperoleh: 

   

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )βαβα

βα

βαβαβαβα

βαβαβαβα

ββαα

−++=










 −
+

−
=










 −−+
=










 +









 −
=

−−−+−+

+−−−−+

−−

sinsin
2
1

222
1

22
1

22
cossin

i
ee

i
ee

i
eeee

ee
i
ee

iiii

iiii

iiii

 

 Misalkan kita ambil bilangan kompleks tersebut murni kuantitas imajiner atau 

iyz = , maka diperoleh: 

  
( ) ( )

22
cos

yyiyiiyi eeeeiy +
=

+
=

−−
 (27a) 

   
( ) ( )










 −
=

−
=

−−

22
sin

yyiyiiyi eei
i
eeiy  (27b) 

Bentuk di atas mendefinisikan fungsi hiperbolik: 

   
2

cosh
yy eey

−+
=  (28a) 

   
2

sinh
yy eey

−−
=  (28b) 

Berdasarkan persamaan (27) terlihat bahwa yiy coshcos =  dan yiiy sinhsin = . Seperti 

halnya perluasan fungsi trigonometrik riil ke trigonometrik kompleks yang dilakukan 

dengan mengubah variabel riil θ  menjadi variabel kompleks z , maka perluasan fungsi 

hiperbolik riil pada persamaan (28) ke bentuk kompleks juga dilakukan dengan 

mengubah variabel riil y menjadi variabel kompleks z . 
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 Sekarang kita tinjau fungsi logaritma kompleks: 

   ( ) zzf ln=  (29) 

Berdasarkan perkalian dua fungsi kompleks yang diberikan pada persamaan (15a), seperti 

halnya yang berlaku bagi fungsi logaritma riil, maka: 

   ( ) 2121 lnlnln zzzz +=  (30) 

 Tinjau kembali variabel z  dalam representasi polar ( )πθ mirez 2+= , dengan 

...2,1,0 ±±=m  dan ≤<− θπ , maka fungsi logaritma (3) dapat dituliskan menjadi: 

( ) ( ) ( ) ( ) emirerrez mimi ln2LnlnLnlnln 22 πθπθπθ ++=+== ++ , dan "Ln"  menyatakan 

logaritma riil. Karena 1ln =e , maka dengan demikian diperoleh:    

   ( ) ( )πθ mirz 2Lnln ++=  (31) 

 Contoh 2.12. Dalam sistem bilangan riil, kita tahu bahwa harga dari ( )1ln −  tidak 

terdefinisi, tapi berdasarkan persamaan (31), jika kita mendefinisikan ( )ππ mie 21 +=−  

maka diperoleh bahwa ( ) { ( ) ( )ππππ mimi 221Ln1ln
0

+=++=−
=

. 

8. Representasi Fungsi Kompleks 

 Secara umum, berdasarkan rumusan Euler, semua fungsi kompleks ( )zf  selalu 

dapat dituliskan dalam bentuk  

   ( ) ( ) ( )yxieyxrzf ,, θ=  (32) 

atau  

   
( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )yxiwyxu

yxiyxyxrzf

,,

,sin,cos,

+=

+= θθ
 (33) 

dengan  

   ( ) ( ) ( )yxyxryxu ,cos,, θ=  (34a) 

   ( ) ( ) ( )yxyxryxw ,sin,, θ=  (35b) 

dan sebaliknya berlaku: 

   ( ) ( ) ( )yxwyxuyxr ,,, 22 +=  (36a) 

   ( ) ( )
( )yxu

yxwyx
,
,arctan, =θ  (36b) 
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 Contoh 2.13. Nyatakan fungsi ( ) 2zzf =  dalam representasi polar. Kita ubah 

terlebih dahulu fungsi tersebut ke dalam variabel x  dan y : ixyyxz 2222 +−= , dengan 

demikian ( ) 22, yxyxu −=  dan ( ) xyyxw 2, = , sehingga ( ) ( ) 22222 4, yxyxyxr +−=  

dan ( ) 22
2arctan,

yx
xyyx
−

=θ . 

9. Contoh Penerapan dalam Fisika 

 Sistem bilangan kompleks seringkali digunakan di dalam Fisika untuk membantu 

kita menggambarkan suatu gejala secara lebih sederhana. Seringkali pula berhubungan 

dengan fungsi-fungsi kompleks lebih mudah dilakukan ketimbang fungsi-fungsi riil. 

Representasi kompleks kadang juga diperlukan untuk memberikan gambaran fisis suatu 

fenomena, seperti misalnya gejala pelemahan gelombang elektromagnetik di dalam 

bahan. Berikut adalah dua contoh yang di jumpai dalam Fisika. 

9.1. Gejala Interferensi oleh N Celah 

 Dalam kajian mengenai gejala gelombang, khususnya interferensi pada layar yang 

di akibatkan oleh kehadiran N buah celah, kita dihadapkan dengan persoalan 

penjumlahan fungsi trigonometrik riil berikut: 

   ∑
=

=+++
N

n
nN

1
sinsin...3sin2sinsin δδδδδ  (36) 

Melalui perumusan Euler, yakni dengan memanfaatkan kenyataan bahwa fungsi 

sinusoidal δnsin  adalah bagian imajiner dari eksponensial kompleks δine , maka deret 

pada persamaan (36) tidak lain merupakan bagian imajiner dari deret: 

   ∑
=

N

n

ine
1

δ    (37) 

Deret di atas tidak lain merupakan deret geometri ∑
=

N

n

nbx
1

 yaitu dengan 1=b  dan 

δiex = . Telah diketahui pula jumlah yang konvergen deret geometri tersebut adalah 

sebesar ( )
x
xb N

−
−

1
1  sehingga untuk kasus yang kita tinjau diperoleh: 
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   ( )
δ

δ

i

iN

e
e
−

−

1
1  (38) 

Ungkapan δiNe−1   pada persamaan (38) di atas dapat disederhanakan dengan 

menuliskan ( )2221 δδδδ NiiNNiiN eeee −=− − , kemudian berdasarkan persamaan (25) 

diperoleh 
2

sin21 2 δδδ Niee iNiN −=− . Dengan cara yang persis sama juga diperoleh 

2
sin21 2 δδδ ii iee −=− . Substitusikan kedua hubungan tersebut ke dalam persamaan (38) 

diperoleh: 

  ( )








=







 −

2sin
2sin

2sin
2sin 21

2

2

δ
δ

δ
δ δ

δ

δ NeN
e

e Ni
i

iN
 (39) 

Karena yang kita cari adalah bagian imajiner dari deret (37) maka hasil diperoleh adalah: 

  ( )







−
=∑

= 2sin
2sin

2
1sinsin

1 δ
δδδ NNn

N

n
 (40) 

9.2. Perambatan Gelombang Elektomagnetik di dalam Bahan  

 Perambatan gelombang listrik dengan amplitudo konstan ke arah x  di dalam 

bahan digambarkan oleh persamaan Helmholtz berikut: 

   ( ) ( ) 02

22

2

2
=+ xE

c
n

dx
xEd ω    (41) 

Dimana E  adalah amplitudo gelombang listrik, ω  adalah frekuensi sudut gelombang dan 

n  indeks bias bahan yang dilalui. Persamaan diferensial di atas memiliki solusi 

sederhana berupa fungsi sinus berikut: 

   ( ) ( )kxExE sin0=  (42a) 

atau dapat pula berbentuk fungsi cosinus: 

   ( ) 





= x

c
nExE ωcos0  (42b) 

dengan 0E  adalah amplitudo maksimum dan cnk ω=  dinamakan bilangan gelombang. 

Kedua solusi sama-sama memenuhi persamaan Helmholtz (41). Berdasarkan fakta ini, 

kita dapat menggunakan representasi kompleks untuk gelombang listrik tersebut dengan 

menuliskannya kembali sebagai berikut: 
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   ( ) ikxeExE 0=   (43) 

 Untuk memplotkan solusi tersebut dalam sistem bilangan riil, kita dapat 

mengambil bagian riilnya atau bagian imajinernya saja, karena keduanya secara prinsip 

menggambarkan keadaan yang sama. Dalam kebutuhan untuk mencari besaran-besaran 

seperti distribusi energi listrik di dalam bahan, gelombang listrik dalam representasi 

kompleks pada persamaan (43) lebih memudahkan dalam pemakaiannya ketimbang 

representasi riil pada persamaan (42).  

 Jika bahan yang kita tinjau merupakan bahan yang dapat menyerap gelombang 

tersebut sehingga terjadi atenuasi (pelemahan) atau bahan yang absorptif, maka kita dapat 

melakukan modifikasi pada persamaan Helmholtz (41) dengan memasukkan indeks bias 

bahan dalam bentuk kompleks sebagai berikut: 

   ainnn += 0  (44) 

dengan an  adalah bagian imajiner indeks bias yang terkait dengan atenuasi gelombang. 

Berdasarkan model ini, kita akan mendapatkan bahwa pemecahan persamaan (41) dengan 

bentuk sebagai berikut: 

   ( ) xikxk
o eeExE a 0−=  (45) 

Terlihat bahwa suku xkae− , dengan cnk aa ω= , adalah bagian yang bertanggung jawab 

atas peristiwa atenuasi tersebut. Untuk menggambar persamaan (45) dalam sistem 

bilangan riil seperti ditunjukkan pada gambar 1, kita dapat mengambil, misal, bagian 

riilnya saja: 

   ( ) xkeExE xk
o

a
0cosRe −=  (46) 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

( )xERe  

x

xkae−  
xke xka

0cos−  

Gambar 1 

0E  
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BAB 3  

RUANG VEKTOR DAN MATRIKS 
 
 

1. Pendahuluan 

 Konsep mengenai vektor di dalam Fisika memainkan peranan yang sangat 

fundamental dalam rangka memberikan kejelasan atas fenomena yang dibahas. Secara 

Fisika, vektor adalah cara merepresentasikan suatu besaran fisis tertentu yang memiliki 

besar dan arah. Besaran-besaran yang digambarkan dengan menggunakan konsep vektor 

di antaranya adalah kecepatan, percepatan, medan listrik dan medan magnet serta masih 

banyak lagi contoh lainnya. 

 Perluasan dari konsep vektor dinamakan tensor. Secara matematika, tensor dapat 

direpresentasikan dalam bentuk matriks, demikian juga dengan vektor yang dapat 

dituliskan dalam bentuk matriks kolom. Besaran Fisika yang direpresentasikan dalam 

bentuk tensor antara lain misalnya tekanan dan permitivitas bahan dielektrik. Pada bab 

ini, kita akan mempelajari secara khusus pengertian dari vektor sebagai elemen dari suatu 

ruang vektor serta aljabar vektor. Sebagai persiapan untuk mempelajari konsep tensor 

pada materi perkuliahan Fisika Matematika II, kita akan pula mempelajari konsep 

mengenai matriks. Selain dari keperluan untuk mempelajari tensor, matriks juga memiliki 

kegunaan lain seperti misalnya untuk memecahkan persamaan linier dengan n buah 

variabel yang tidak diketahui.    

2. Ruang Vektor 

 Ada banyak objek Matematika yang digunakan dalam Fisika yang membolehkan 

kita untuk melakukan penjumlahan, dan perkalian dengan suatu bilangan skalar. 

Kumpulan objek Matematika yang memenuhi persyaratan seperti itu dinamakan ruang 

vektor. Sebuah ruang vektor memiliki beberapa sifat berikut:  

1. Jika kita menjumlah dua anggotanya, maka akan diperoleh yang anggota lain dari 

ruang vektor tersebut. Misakan ar   dan b
r

 ∈  W, dimana W adalah sebuah ruang 

vektor maka Wcba ∈=+
rrr . 
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2.  Jika kita mengalikan satu anggotanya dengan sebuah bilangan yang disebut skalar, 

maka kita juga akan memperoleh anggota lain dari ruang vektor tersebut. Misalkan 

α  adalah sebuah skalar, maka Wa∈rα . 

3. Operasi perkalian dengan skalar dan penjumlahan bersifat distributif, 

( ) baba
rrrr ααα +=+ .  

4. Selalu terdapat vektor nol 0
r

 sedemikian sehingga aa rrr
=+ 0 . 

5. Terdapat sebuah vektor ar− , sehingga ( ) 0
rr

=−+ aa . 

 Jika skalar α  adalah bilangan riil, maka ruang vektor tersebut dinamakan ruang 

vektor riil, sedangkan jika sebuah bilangan kompleks, dinamakan ruang vektor kompleks. 

Untuk selanjutnya kita akan membatasi diri pada ruang vektor riil saja.  

 Dengan menggunakan dua operasi perkalian dengan skalar dan penjumlahan, kita 

dapat membuat suatu penjumlahan berikut: 

  Waaaa nnnn ∈=+++ ∑ rrrr αααα .........2211  (1) 

dimana nα  adalah skalar riil. Penjumlahan pada persamaan (1) dinamakan kombinasi 

linier dari n  buah vektor dan koefisien nα  dinamakan komponen dari kombinasi linier. 

Jika kita dapat menjumlahkan 0
rr

=∑
n

nnaα  dengan 0≠nα  maka dikatakan vektor-

vektor tersebut saling bergantung secara linier, sedangkan jika semua 0=nα  maka 

dikatakan vektor-vektor tersebut tidak saling bergantung secara linier dan nar  dinamakan 

vektor basis. Sebuah ruang vektor yang didalamnya didefinisikan panjang dari sebuah 

vektor dinamakan ruang vektor bermetrik atau ruang metrik. 

3. Ruang Vektor Riil Tiga Dimensi 

 Contoh sederhana ruang vektor bermetrik yang sudah kita kenal adalah himpunan 

vektor-vektor dalam koordinat kartesis tiga dimensi seperti yang diilustrasikan pada 

gambar 1. Misalkan terdapat tiga vektor yang kita labelkan dengan xer , yer  dan zer  dan 

masing-masing memiliki arah ke sumbu x, y dan z positif, maka jika kita melakukan 

penjumlahan berikut: 



 33

  zzyyxx eAeAeAA rrrr
++=  (2) 

dengan A
r

, xer , yer  dan zer  ∈  W , sementara xA , yA  dan zA  adalah skalar riil yang 

merupakan komponen dari vektor A
r

 tersebut. Karena xer , yer  dan zer  saling tegak lurus 

satu sama lain dalam sistem koordinat kartesian yang kita tinjau, maka terlihat bahwa 

kondisi 0
rr

=A  hanya dapat dipenuhi jika 0=== zyx AAA , sehingga dengan demikian 

xer , yer , zer  tidak lain adalah vektor basis pada ruang vektor kartesian tiga dimensi. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Panjang sebuah vektor dituliskan sebagai A
r

 dan secara spesifik akan digunakan 

selanjutnya bahwa ketiga vektor satuan dalam koordinat kartesis memiliki panjang 

1=== zyx eee rrr . Ketiga vektor basis tadi lazim dinamakan sebagai vektor basis satuan 

atau vektor satuan saja. Untuk vektor yang merupakan kombinasi linier dari ketiga vektor 

satuan tersebut, seperti yang diberikan oleh persamaan (2), panjangnya didefinisikan 

sebagai: 

  222
zyx AAAA ++=

r
 (3) 

 Contoh 3.1. Tinjau suatu titik yang berada pada koordinat ( )4,3  pada sistem 

koordinat kartesis. Tentukan vektor posisi titik tersebut dan panjangnya. Dari posisi titik 

tersebut diketahui 3=xr  dan 4=yr , sehingga vektor posisi yang dimaksud adalah: 

yx eer rrr 43 +=  sedangkan panjangnya adalah 52543 2222 ==+=+= yx rrrr . 

 

x

y

z  
xer  

yer  

zer  

Gambar 1 
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3.1. Penjumlahan Vektor 

 Jika kita menjumlahkan dua atau lebih vektor, maka kita akan memperoleh hasil 

penjumlahan juga dalam bentuk vektor yang biasa disebut sebagai vektor resultan. 

Karena vektor memiliki besar dan arah, maka penjumlahannya tidak seperti kita 

menjumlahkan bilangan skalar biasa. Penjumlahan vektor memiliki kemiripan dengan 

menjumlahkan bilangan kompleks. Jika pada penjumlahan kompleks bagian riil 

dijumlahkan dengan bagian riil demikian juga bagian imajiner dengan bagian imajiner, 

maka pada penjumlahan vektor yang dilakukan adalah dengan menjumlahkan secara 

aljabar biasa bagian yang searah. Misalkan kita memiliki zzyyxx eAeAeAA rrrr
++=  dan 

zzyyxx eBeBeBB rrrr
++= , maka penjumlahan dan pengurangan antara keduanya adalah: 

 ( ) ( ) ( ) CeBAeBAeBABA zzzyyyxxx
rrrrrr

=+++++=+    (4a) 

 ( ) ( ) ( ) DeBAeBAeBABA zzzyyyxxx
rrrrrr

=−+−+−=−  (4b) 

 Secara grafik, kita dapat memindah-mindahkan posisi dari sebuah vektor pada 

sistem koordinat kartesis selama arah dan panjangnya tidak berubah seperti yang di 

contohkan pada Gambar 2, sehingga penjumlahan BA
rr

+  dapat pula dilakukan dengan 

mempertemukan kepala vektor A
r

 dengan ekor vektor B
r

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Dua buah vektor dikatakan paralel jika koefisien-koefisiennya sebanding atau dengan 

kata lain memenuhi kondisi berikut: 

   
z

z

y

y

x

x
B
A

B
A

B
A

==  (5) 

B
r

 

A
r

C
r

x

y  

B
r

A
r

C
r

x  

y

=

Gambar 2 
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3.2. Perkalian Antar Vektor 

 Dalam ruang vektor, selain berlaku penjumlahan, dapat didefinisikan juga operasi 

lain yaitu ”perkalian” atau product. Perkalian antara dua vektor diklasifikasikan atas 

perkalian skalar (scalar product) atau perkalian titik (dot product), dan perkalian vektor 

(vector product) atau perkalian silang (cross product). Selain itu ada lagi perkalian 

lainnya yang dinamakan perkalian langsung atau direct product. Perkalian skalar akan 

menghasilkan sebuah skalar, dan perkalian vektor akan menghasilkan sebuah vektor 

sedangkan perkalian langsung akan menghasilkan sebuah tensor. Pada pembahasan 

selanjutnya kita hanya akan membatasi diri pada kasus perkalian skalar dan vektor saja, 

sedangkan perkalian langsung yang menghasilkan tensor akan dibahas pada materi Fisika 

Matematika II. 

3.2.1. Perkalian Skalar 

 Perkalian skalar antara dua buah vektor, misalnya A
r

 dan B
r

, dituliskan sebagai 

BA
rr

•  dan didefinisikan sama dengan perkalian antara panjang vektor kedua vekor dan 

cosinus sudut antara kedua vektor tersebut: 

  θcosBABA
rrrr

=•  (6) 

dengan BA
rr

,∠=θ , yang hasilnya merupakan sebuah bilangan skalar dan bersifat 

komutatif: ABBA
rrrr

•• = .   

 Secara geometri, perkalian ini dapat diartikan sebagai perkalian antara panjang 

suatu vektor dengan proyeksi vektor lain pada arah vektor tersebut. Terlihat pada Gambar 

3, hasil perkalian θcosB
r

 merupakan panjang dari komponen vektor B
r

 yang searah 

dengan vektor A
r

. 

 

 

 

 

 

 

 

θ  

B
r

 

A
r

 

θcosB
r

 

Gambar 3 
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 Berdasarkan definisi perkalian skalar yang diberikan pada persamaan (6), terdapat 

dua sudut khusus yakni 0=θ , yakni ketika dua vektor searah dan o90=θ  ketika 

keduanya saling tegak lurus. Misalkan A
r

 dan B
r

 saling tegak lurus maka: 

  090cos ==•
orrrr

BABA  (7) 

Sedangkan untuk perkalian skalar antara vektor A
r

 dengan dirinya sendiri, yang tentu saja 

searah, adalah:  

  
2

0cos AAAAA
rorrrr

==•  (8) 

 Sekarang perhatikan bentuk penulisan vektor yang direpresentasikan dalam vektor 

satuan xer , yer  dan zer  seperti yang dicontohkan pada persamaan (2), maka berdasarkan 

persamaan (7) kita dapatkan bahwa:  

  0=== ••• zyzxyx eeeeee rrrrrr  (9)  

sedangkan dari persamaan (8)   

  1=== ••• zzyyxx eeeeee rrrrrr  (10)  

Misalkan vektor zzyyxx eAeAeAA rrrr
++=  dan zzyyxx eBeBeBB rrrr

++= , maka: 

  zzyyxx BABABABA ++=•
rr

  (11) 

Sedangkan panjang sebuah vektor dapat dihitung melalui: 

  222
zyx AAAAAA ++== •

rrr
 (12) 

 Contoh 3.2. Tinjau vektor berikut: zyx eeeA rrrr
++−= 32  dan zyx eeeB rrrr

32 +−= . 

Tentukan sudut diantara keduanya. Berdasar persamaan-persamaan (6) dan (9), sudut 

antara keduanya dapat diperoleh melalui hubungan 
BA

BABABA zzyyxx
rr
++

=θcos , 

dengan 14132 222 =++=A
r

 dan 14312 222 =++=B
r

, dihitung berdasarkan 

persamaan (10). Dengan demikian diperoleh: ( ) ( )
14

4
14

3.11.32.2cos −
=

+−+−
=θ , 

sehingga o107
14

4arccos ≈
−

=θ . 



 37

3.2.2. Perkalian Vektor     

 Jika pada perkalian skalar dihasilkan sebuah bilangan skalar, maka pada perkalian 

vektor dihasilkan sebuah vektor pula. Perkalian vektor antara vektor A
r

 dan B
r

 dituliskan 

sebagai  

  CBA
rrr

=×  (13) 

Dimana C
r

 adalah vektor hasil perkalian yang dengan besarnya adalah: 

        θsinBAC
rrr

=  (14) 

Sedangkan arah vektor C
r

, sebagaimana diilustrasikan pada Gambar 4(a), ditentukan oleh 

kaidah tangan kanan, sama seperti ketika kita menentukan arah sumbu-sumbu koordinat 

kartesis tiga dimensi, yakni dengan memutar dari vektor A
r

 ke arah B
r

 sehingga 

membentuk suatu bidang dan arah vektor C
r

 tegak lurus bidang tersebut. Jelas terlihat 

dari Gambar 4(b), bahwa perkalian ini bersifat anti-komutatif: ABBA
rrrr

×−=× .  

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 Menarik untuk dicatat bahwa besar vektor C
r

 pada persamaan (14) tidak lain 

adalah luas jajaran genjang seperti yang terlihat pada Gambar 4(c), dengan vektor C
r

 

tegak lurus bidang tersebut. Secara khusus kita dapat mendefinisikan sebuah vektor 

satuan yang disebut sebagai vektor normal tegak lurus bidang arsir pada Gambar 4(c): 

  
BA
BA

C
Cen rr

rr

r

r
r

×

×
==  (15) 

Gambar 4 
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A
r
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r

 

B
r
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C
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A
r

B
r
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θ  

A
r

 

B
r

(c) 

ner  
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 Kembali pada ruang vektor tiga dimensi pada koordinat kartesis, berdasarkan 

penentuan arah vektor hasil perkalian ini, maka untuk vektor satuan xer , yer  dan zer  

diperoleh (buktikan!): 

  0=×=×=× zzyyxx eeeeee rrrrrr  (16a) 

  yxzxzyzyx eeeeeeeee rrrrrrrrr
=×=×=× ,,  (16b) 

  yzxxyzzxy eeeeeeeee rrrrrrrrr
−=×−=×−=× ,,  (16c) 

Dari sini kita peroleh untuk perkalian vektor BA
rr

×  dengan zzyyxx eAeAeAA rrrr
++=  dan 

zzyyxx eBeBeBB rrrr
++= :  

  

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )xyyxzzxxzyyzzyx

y

zxzx

z

yxyxxxxx

zzyyxxzzyyxx

BABAeBABAeBABAe

e
eeBA

e

eeBAeeBA

eBeBeBeAeAeA

−+−+−

=+

−

×+×+×

=++×++

rrr

43421 r

rr

43421 r

rr
43421
rr

rrrrrr

......
0

 (17) 

 Contoh 3.3. Tinjau vektor-vektor zyx eeeA rrrr
++−= 32  dan zyx eeeB rrrr

32 +−= . 

Tentukanlah vektor normal bidang datar yang menghubungkan kedua vektor tersebut, 

dan buktikan bahwa vektor normal tersebut tegak lurus dengan vektor A
r

 dan B
r

 tersebut. 

Berdasarkan hubungan yang diberikan pada persamaan (15), maka kita terlebih dahulu 

harus mencari perkalian vektor keduanya dan dari persamaan (17) kita peroleh:  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( )( )2.31.2                                      

3.22.11.13.33232

−−−

+−−+−−=+−×++−

z

yxzyxzyx

e

eeeeeeee
r

rrrrrrrr

 

Sehingga zyx eeeBA rrrrr
4810 −+=× , dan panjangnya 564810 222 =++=× BA

rr
. 

Dengan demikian didapatkan vektor normal bidang datar yang bersangkutan adalah:  

56

4810 zyx
n

eee
e

rrr
r −+

= . Tinjau perkalian skalar Aen
rr

• , berdasarkan persamaan (11) kita 

dapatkan ( ) ( )( ) 01.43.82.10
56

1
=−++−=• Aen

rr , sehingga dengan demikian keduanya 

tegak lurus. Dapat dibuktikan dengan cara yang sama bahwa Ben
rr

⊥ . 
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3.3. Persamaan Garis Lurus dan Bidang Datar 

3.3.1. Persamaan Garis Lurus 

 Perumusan mengenai vektor yang telah kita bahas tadi dapat diterapkan untuk 

mencari persamaan dari sebuah garis lurus. Misalkan kita memiliki dua buah titik di 

dalam suatu koordinat kartesis (untuk sederhananya kita tinjau kasus dua dimensi) seperti 

pada Gambar 5, yaitu ( )00 , yx  dan ( )yx, . Kedua titik tersebut dapat dinyatakan posisinya 

dalam bentuk vektor masing-masing yx eyexr rrr
000 +=  dan yx eyexr rrr

+= , sehingga kita 

mempunyai vektor ( ) ( ) yxx eyyexxr rrr
00 −+−=∆  yang terkait dengan persamaan garis 

yang kita cari. Misalkan kita juga memiliki vektor yyxx eaeaa rrr
+=  yang paralel dengan 

garis yang kita ingin ketahui persamaannya, maka dari syarat dua vektor paralel yang 

diberikan pada persamaan (5) dihasilkan: 

   
yx a
yy

a
xx 00 −

=
−

   (17) 

Persamaan (17) merupakan persamaan garis lurus yang dimaksud, dan perluasannya 

untuk sistem tiga dimensi diberikan oleh: 

   
zyx a
zz

a
yy

a
xx 000 −

=
−

=
−

 (18) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Contoh 3.4. Tentukan persamaan garis lurus yang melewati titik-titik ( )5,1,1 −−a  

dan ( )3,3,2 −−b . Vektor yang paralel dengan garis lurus yang dimaksud adalah 

Gambar 5 

x

y

rr

ar  

0r
r  

rr∆
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zyx eeeba rrrrr 22 −+−=− . Dengan demikian, persamaan garis yang dimaksud adalah: 

221
000

−
−

=
−

=
−
− zzyyxx

. Nilai 0x , 0y  dan 0z  dapat diambil dari salah satu titik yang 

diketahui, a misalnya, kemudian dimasukkan ke dalam persamaan yang kita peroleh, 

sehingga didapat persamaan akhirnya adalah: 
2

5
2

11 +
−=

+
=−

zyx . 

3.3.2. Persamaan Bidang Datar 

 Secara umum, sebuah persamaan bidang dapat dinyatakan sebagai ( ) 0,, =zyxf . 

Khusus untuk bidang yang merupakan bidang datar, maka persamaan tersebut dapat 

dituliskan sebagai berikut: 

  00 =+++ czcycxc zyx   (18) 

dengan zyx ccc ,,  dan 0c  adalah konstanta. Kemudian misalkan di bidang tersebut 

terdapat vektor: 

  ( ) ( ) ( ) zyx ezzeyyexxr rrrr
000 −+−+−=  (19) 

yang membentuk sebuah garis sebarang, seperti diilustrasikan pada Gambar 6. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Selanjutnya untuk memperoleh persamaan tersebut, kita harus mengetahui paling 

sedikit dua buah garis lurus yang berada pada bidang tersebut. Misalkan kedua garis 

tersebut adalah ar  dan b
r

, maka dari keduanya kita dapat memperoleh informasi 

mengenai vektor yang tegak lurus dengan bidang tersebut baN
rrr

×=  dari bidang tersebut. 

Misalkan bentuk dari vektor normal tersebut dituliskan sebagai zzxyxx ecececN rrrr
++= , 

rr

x  
y

z

Gambar 6 

( )000 ,, zyx  

( )zyx ,,  
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maka persamaan bidang (18) akan diperoleh melalui hubungan 0=• rN rr
 dimana 

0000 zcycxcc zyx ++= .  

 Contoh 3.5. Misalkan pada suatu bidang terdapat dua buah vektor masing-masing 

zyx eeea rrrr
−+= 23  dan zx eeb rrr

3−= , maka vektor normal bidang yang dibentuknya 

adalah zyx eeebaN rrrrrr
286 −+−=×= , sehingga dengan demikian diperoleh persamaan 

bidangnya adalah 0643 =++− zyx .  

4. Matriks 

 Misalkan kita memiliki suatu susunan bilangan seperti yang dicontohkan di 

bawah ini: 

  (i) 







2
1

, (ii) 







42
31

 atau (iii) 







642
531

 (20) 

Maka susunan bilangan yang diatur sedemikan rupa dalam format baris dan kolom yang 

membentuk sebuah persegi tersebut dinamakan Matriks. Sebuah matriks A  dikatakan 

berukuran ( )nm×  jika memiliki m baris dan k kolom, dengan elemen pada baris ke i dan 

kolo ke j dilambangkan dengan ija , 

 

 

   (21) 

 

 

 

Dengan indeks i berjalan dari 1=i  hingga mi = , sedangkan indeks j dari 1=j  hingga 

nj = .  

 Bila jumlah baris dan kolom sebuah matriks sama atau nm = , maka matriks 

tersebut dinamakan sebagai matriks bujur sangkar berukuran nn× , atau disebut matriks 

berorde n . Jika setiap elemen sebuah matriks merupakan bilangan riil, maka matriks 

tersebut dinamakan matriks riil. Sedangkan jika sekurang-kurangnya terdapat satu elemen 

yang berbentuk bilangan kompleks, maka matriks tersebut dinamakan matriks kompleks. 

Semua operasi matriks yang akan dibahas berikut ini berlaku baik untuk matriks riil 

baris ke i  

kolom ke j  
















=

M

LL

M

ijaA  
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maupun matriks kompleks.Sebuah matriks A berukuran nm×  dengan elemen ija  

seringkali ditulis secara ringkas dalam bentuk { }ijaA = .  

4.1. Aljabar Matriks 

 Dua buah matriks adalah sama jika dan hanya jika keduanya memiliki ukuran 

yang sama dan setiap elemen pada baris dan kolom yang sama juga memiliki harga yang 

sama. Jadi, jika { }ijaA =  dengan ukuran nm×  dan terdapat matriks lain { }ijbB =  yang 

berukuran qp× , maka keduanya sama jika pm =  dan qn = , serta ijij ba =  untuk 

semua i  dan j . 

4.1.1. Penjumlahan dan Pengurangan Matriks 

 Dua buah matriks A dan B yang berukuran sama dapat dijumlahkan atau 

dikurangkan dengan hasil juga merupakan sebuah matriks baru, sebut saja C, yang 

berukuran sama. Elemen dari matriks C ini merupakan hasil penjumlahan atau 

pengurangan dari elemen-elemen matriks A dan B yang berada pada posisi baris dan 

kolom yang sama. Jadi, misalkan { }ijaA =  dan { }ijbB =  masing-masing berukuran 

nm× , maka CBA =±  dengan { } { } { }ijijij bac ±=   

 Contoh 3.6. Misalkan 







−

=
20

31
A  dan 








−

=
13
41

B , maka: 

( ) 







−−

=







+−−+
++

=







−

+







−

=+
13

72
1230

4311
13
41

20
31

BA . Dapat dihitung dengan 

mudah bahwa  







−
−

=−
33
10

BA . 

4.1.2. Perkalian dengan Sebuah Skalar 

 Perkalian sebuah matriks A dengan sebuah bilangan skalar c, menghasilkan 

sebuah matriks baru B dengan ukuran yang sama dan elemen-elemenya merupakan hasil 

kali delemen matriks A dengan c. Misalkan { }ijaA =  dengan ukuran nm× , maka 

BcA = , dengan { }ijbB =  adalah matriks dengan ukuran nm×  dimana ijij cab = . 

 Contoh 3.7.  Misalkan 







−

=
20

31
A , maka 








−

=







−

=
40

62
20

31
22A . 
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4.1.3. Perkalian Matriks 

 Sebuah matriks A  berukuran nm×  dapat mengalikan sebuah matriks B  

berukuran pn×  dari kiri, yang menghasilkan sebuah matriks ABC =  dengan ukuran 

pm× . Elemen dalam baris ke i dan kolom ke j dari matriks C adalah jumlah dari: 

  ∑
=

=
=++++=

nk

k
kjiknjinjijijiij bababababac

1
111111 ...  (22) 

Persamaan (22) mengatakan: ”elemen ke i dan j dari matriks hasilkali CAB = , diberikan 

oleh jumlah hasil kali setiap elemen matriks A dalam baris ke i, satu per satu, dari kiri ke 

kanan dengan elemen matriks B dalam kolom ke j dari atas ke bawah”.   

Contoh 3.8. Tinjau perkalian antara matriks 







=

232221

131211

aaa
aaa

A  berukuran 

32×  dan matriks 















=

3231

2221

1211

bb
bb
bb

B  berukuran 23× . Tentukan ukuran matriks C elemen-

elemen dari matriks tersebut. Ukuran matriks C adalah ( ) ( ) ( )222332 ×=×⊗× . 

Berdasarkan persamaan (22), elemen-elemen dalam matrik C tersebut adalah: 

 

  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 









=


























2221

1211

3231

2221

1211

232221

131211

cc
cc

bb
bb
bb

aaa
aaa

 31132112111111 bababac ++=  









=


























2221

1211

3231

2221

1211

232221

131211

cc
cc

bb
bb
bb

aaa
aaa

 32132212121112 bababac ++=  









=


























2221

1211

3231

2221

1211

232221

131211

cc
cc

bb
bb
bb

aaa
aaa

 31232122112121 bababac ++=  









=


























2221

1211

3231

2221

1211

232221

131211

cc
cc

bb
bb
bb

aaa
aaa

 32232222122122 bababac ++=  
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 Secara umum perkalian dua buah matriks tidak memenuhi sifat komutatif yakni: 

BAAB ≠ .  Jika kedua matriks memenuhi kondisi BAAB = , maka dikatakan keduanya 

saling komut.  

5. Matriks dan Sistem Persamaan Linier 

5.1. Pemecahan dengan Metode Reduksi Baris/Eliminasi Gauss 

 Formulasi matriks seringkali digunakan untuk memecahkan sistem persamaan 

linier melalui metode Reduksi Baris atau Eliminasi Gauss. Tinjau sistem persamaan linier 

dalam variabel x, y, z sebagai berikut: 

  22 =−+ zyx  (23a) 

  7=+− zyx  (23b) 

  422 =++ zyx  (23c) 

 Secara konvensional, yang dapat kita lakukan adalah dengan melakukan substitusi 

berulang-ulang, sampai kita memperoleh solusi persamaan (23). Langkah berulang yang 

dimaksud tersebut misalnya: dari persamaan (23a) kita peroleh zyx +−= 22 , kemudian 

kita masukkan ke dalam persamaan (23c), sehingga persamaan tersebut menjadi 

22 =+ zy , sehingga sistem (23) kini menjadi: 22 =−+ zyx , 7=+− zyx , 22 =+ zy . 

Langkah serupa dapat terus kita lakukan sampai dengan kita berhasil memperoleh solusi 

yang dimaksud. Tentu saja langkah ini kurang terprogram. Dengan menggunakan metode 

reduksi baris, yang pada dasarnya sama dengan proses konvensional ini, kita dapat 

membuatnya menjadi lebih terprogram   

 Sistem persamaan (23) di atas dapat dituliskan dalam bentuk persamaan 

matriks BAX =  sebagai berikut: 

  

{ {
BX

z
y
x

A
















=
































−

−

4
7
2

122
111
112

4434421

 (24)  

Matriks A pada persamaan (24) disebut juga sebagai matriks koefisien. Melalui metode 

reduksi baris kita dapat melakukan langkah-langkah berikut terhadap matriks A dan B 

secara simultan: 
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1. Menukarkan posisi dua buah baris. 

2. Mengalikan sebarang baris dengan sebuah konstanta tidak nol. 

3. Menjumlahkan atau mengurangkan hasil sebuah baris dengan baris yang lainnya. 

 Hasil yang diharapkan dari langkah-langkah tersebut adalah dihasilkannya sebuah 

matriks berbentuk: 

  















=

































3

2

1

3

2

1

00
00
00

c
c
c

z
y
x

a
a

a
 (25) 

Sehingga solusi dari sistem persamaan linier yang dimaksud diberikan oleh:  

  11 acx = , 22 acy = , 33 acz =  (26)  

 Untuk mengimplementasikan metode ini, kita dapat membentuk suatu matriks 

baru ( )BA  yang elemennya merupakan gabungan dari matriks A dan B yang lazim 

disebut sebagai matriks perluasan (augmented matrix). Matriks perluasan untuk kasus 

persamaan (24) adalah: 

  ( )















−

−
=

4122
7111
2112

BA    (27) 

 Kini kita terapkan langkah-langkah yang telah disebutkan tadi pada matriks (27): 

Langkah 1.  Tukarkan baris 1 dan 2: 

  















−

−

4122
2112
7111

 

Langkah 2. Kurangkan baris 3 dengan baris 2: 

  















−

−

2210
2112
7111

 

Langkah 3. Tukarkan baris 3 dengan baris 2: 

  
















−

−

2112
2210
7111
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Langkah 4.  Kalikan baris 1 dengan 2− : 

  
















−

−−−

2112
2210
14222

 

Langkah 5.  Jumlahkan baris 3 dengan baris 1: 

  
















−−

−−−

12330
2210
14222

 

Langkah 6. Kalikan baris 2 dengan 3− : 

  
















−−
−−−
−−−

12330
6630

14222
 

Langkah 7.  Jumlahkan baris 3 dengan baris 2:  

  
















−−
−−−
−−−

18900
6630

14222
 

Langkah 8. Kalikan baris 2 dengan 32 : 

  
















−−
−−−
−−−

18900
4420

14222
 

Langkah 9. Jumlahkan baris 1 dengan baris 2: 

  
















−−
−−−
−−−

18900
4420

18602
 

Langkah 10. Kalikan baris 3 dengan 32− : 

  















−−−
−−−

12600
4420

18602
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Langkah 11. Jumlahkan baris 1 dengan baris 3: 

  















−−−
−−

12600
4420
6002

 

Langkah 12. Kalikan baris 3 dengan 32− : 

  















−−−
−−

8400
4420
6002

 

Langkah 13. Jumlahkan baris 2 dengan baris 3: 

  















−

−−

8400
4020
6002

 

 Dengan demikian jelas berdasarkan persamaan (26), solusi dari persamaan (24) 

diberikan oleh 3=x , 2−=y  dan 2=z . Langkah-langkah di atas bukanlah satu-satunya 

yang dapat diambil, kita dapat mengambil langkah lain yang mungkin lebih singkat. 

5.2. Determinan 

 Tinjau matriks bujur sangkar A dengan orde n. Determinan dari sebuah matriks 

dengan 1=n , 11aA = , didefinisikan sebagai: 

   ( ) 11det aA =  (28) 

Sedangkan untuk matriks dengan orde 2=n , 







=

2221

1211

aa
aa

A , maka determinannya 

adalah:  

   ( ) 21122211
2221

1211det aaaa
aa
aa

A −==  (29) 

 Untuk mengetahui asal dari pendefinisian determinan untuk matriks berorde n kita 

tinjau terlebih dahulu pengertian hasil kali elementer matriks A, yang didefinisikan 

sebagai perkalian antara −n buah elemen yang satu sama lain berbeda baris atau 

kolomnya, dimana n adalah orde dari matriks yang ditinjau. Untuk matriks orde 2, hasil 

kali elementernya adalah:  

   2211aa  dan 2112aa  (30) 
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Sedangkan 2111aa  dan 2212aa  bukan merupakan hasil kali elementer karena masing-

masing berada pada kolom yang sama, demikian juga 1211aa  dan 2221aa  karena berada 

pada baris yang sama.  

 Selanjutnya untuk kemudahan penjelasan, kita tuliskan hasil kali elementer (30) 

dalam bentuk: 

       ( ) ( )2211 aa , ( ) ( )1221 aa  (31) 

Perhatikan angka yang dikurung pada indeks masing-masing elemen yaitu (i) ( ) ( )[ ]2,1  

dan (ii) ( ) ( )[ ]1,2 , terlihat bahwa urutan keduanya berbeda dan keduanya merupakan 

permutasi ( )1  dan ( )2 . Ditetapkan bahwa bentuk urutan (i) merupakan sebuah permutasi 

genap, sedangkan untuk bentuk urutan (ii) merupakan permutasi ganjil, karena untuk 

mengubah bentuk (ii) menjadi bentuk (i), kita membutuhkan satu langkah yakni 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]2,11,2 → . Dengan kata lain, karena telah ditetapkan bahwa (i) adalah permutasi 

genap, maka urutan berikutnya yang diperoleh dengan melakukan satu langkah 

penukaran dikatakan memiliki permutasi ganjil.  

 Untuk membedakan antara urutan yang merupakan permutasi genap dengan 

ganjil, maka tanda bagi permutasi genap adalah ( )+  sedangkan untuk permutasi ganjil 

bertanda ( )− . Kembali pada hasil kali elementer (31), maka ( ) ( )2211 aa  bertanda positif 

atau ( ) ( )2211 aa+  (untuk selanjutnya tanda positif tidak akan dituliskan) sedangkan 

( ) ( )1221 aa  bertanda negatif atau ( ) ( )1221 aa− . Dari sini jelas terlihat dari bahwa definisi 

determinan untuk matriks dengan 2=n  yang diberikan pada persamaan (29), tidak lain 

merupakan jumlah dari semua hasil kali elementer matriks tersebut yaitu  

( ) 2112221121122211 aaaaaaaa −=−+  (tanda kurung tidak dituliskan). 

 Dari kasus untuk 2=n , terlihat bahwa jumlah hasil kali elementer yang dimiliki 

oleh matriks dengan order tersebut adalah sebanyak 2 buah. Secara umum untuk matriks 

berorde n terdapat n! buah hasil kali elementer. 

 Kini selanjutnya kita tinjau determinan untuk matriks berorde 3 berikut:  

   ( )
333231

232221

131211

det
aaa
aaa
aaa

A =  (32) 
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Hasil kali elementer yang dimiliki oleh matriks tersebut banyaknya adalah 3! Atau 6 buah 

yaitu (buktikan!): 

   322113312312332211 ,, aaaaaaaaa   (33a) 

   332112322311312213 ,, aaaaaaaaa  (33b) 

Dalam kasus ini, yang diambil sebagai patokan dasar adalah urutan 332211 aaa  Ambil 

contoh hasil kali elementer 312312 aaa . Untuk mengubahnya menjadi bentuk dasar 

kembali dibutuhkan langkah sebanyak dua kali penukaran indeks kedua masing-masing 

elemen yaitu ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )332211331221133221 aaaaaaaaa →→ , dengan demikian permutasi 

hasil kali elementer tersebut adalah genap. Tinjau 312213 aaa , pada baris awal (33b), 

untuk mengubahnya menjadi bentuk dasar kembali dibutuhkan terdapat tiga langkah: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )332211331221133221132231 aaaaaaaaaaaa →→→ , sehingga permutasinya 

adalah ganjil.  

 Selanjutnya dengan cara yang sama di dapatkan (silahkan buktikan) hasil kali 

elementer (33a) merupakan permutasi genap sedangkan (33b) adalah permutasi ganjil. 

Dengan demikian determinan dari matriks berorde 3 adalah: 

  
( )

332112322311312213

322113312312332211det

aaaaaaaaa

aaaaaaaaaA

−−−

++=
 (34) 

Pengelompokan kembali persamaan (34) diperoleh: 

 ( ) ( ) ( ) ( )312232211331233321123223332211det aaaaaaaaaaaaaaaA −+−−−=  (35) 

atau: 

   ( )
3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11det

aa
aa

a
aa
aa

a
aa
aa

aA +−=  (36) 

Selain hasil pada persamaan (35), pengelompokan juga dapat dilakukan sehingga 

diperoleh: 

 ( ) ( ) ( ) ( )311232112331133311223213331221det aaaaaaaaaaaaaaaA −−−+−−=  (37) 

atau: 

   ( )
3231

1211
23

3331

1311
22

3332

1312
21det

aa
aa

a
aa
aa

a
aa
aa

aA −+−=  (38) 
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  Ketiga determinan pada persamaan (36) dapat diperoleh dari determinan semula 

dengan mengabaikan baris dan kolom tertentu. Pola yang diperlihatkan oleh persamaan 

(36) untuk menyatakan nilai determinan matriks berorde 3 ini dapat diperluas untuk 

menghitung matriks berorde 3>n . Untuk maksud tersebut, kita perlu mempelajari dua 

rumusan pada pasal berikut. 

  Misalkan A dan B adalah dua matriks dengan orde yang sama, maka sifat penting 

berikut berlaku: 

    ( ) ( ) ( )BAAB detdetdet =  (39) 

Perlu diingat bahwa konsep determinan hanya berlaku bagi matriks bujur sangkar. 

5.2.1. Minor 

 Determinan orde dua dalam persamaan (36) dan (38) disebut minor dari elemen 

bersangkutan yang dikalikan. Misalkan untuk elemen 11a , pada persamaan (36), 

minornya adalah 
3332

2322

aa
aa

 dan dapat diperoleh melalui cara seperti yang diilustrasikan 

berikut ini: 

 

     

 

Misalkan lagi untuk elemen 21a  pada persamaan (38), minornya adalah 
3332

1312

aa
aa

 yang 

juga dapat diperoleh melalui cara seperti yang diilustrasikan berikut ini: 

 

 

 

 

 Secara umum dapat dinyatakan bahwa minor dari elemen ija  sebuah matriks A 

didefinisikan sebagai determinan matriks yang tertinggal setelah baris ke i dan kolom ke j 

yang mengandung elemen ija  dihapus. 

 

minor 11a  

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

 

minor 21a  

333213

232212

131211

aaa
aaa
aaa
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5.2.2. Kofaktor 

  Terlihat pada persamaan (36) atau (38) tanda dari minor yang terkait dengan suatu 

elemen matriks dapat berharga positif atau negatif. Secara umum matriks minor tersebut 

dinamakan kofaktor dari elemen ija  yang didefinisikan sebagai: 

    ( ) ij
ji

ij a minorK ×−= +1  (40) 

Berdasarkan rumusan kofaktor ini, persamaan (36) misalnya, dapat dituliskan kembali 

menjadi: 

    ( ) 131312121111det KaKaKaA ++=  (41)  

dengan ( ) 1111
11

11 1 a minora minorK =×−= + , ( ) 1211
21

12 1 a minora minorK −=×−= + , 

dan ( ) 1313
31

13 1 a minora minorK =×−= + . 

  Contoh 3.9. Hitunglah ( )
122
111
112

det −
−

=A . Berdasarkan rumusan minor-

kofaktor di atas, kita dapat mengambil elemen pengali ija  dari sebarang dari baris atau 

kolom tertentu dan kemudian mencari kofaktornya. Misalkan kita ambil sebagai 

elemennya adalah elemen pada kolom ke tiga yaitu 113 −=a , 123 =a , 133 =a . Maka 

berturut-turut kofaktornya adalah (buktikan!):  

( ) 4
22
11

1 31
13 =

−
−= +K , ( ) 2

22
12

1 32
23 −=−= +K  dan ( ) 3

11
12

1 33
33 −=

−
−= +K , 

sehingga diperoleh: ( ) ( ) ( ) 9111
122
111
112

332313 −=++−=−
−

KKK . 

5.3. Aturan Cramer 

  Aturan Cramer adalah suatu cara untuk memecahkan persamaan sistem linier 

BAX = , dengan A  adalah matriks bujur sangkar berorde n dan ( ) 0det ≠A , sedangkan X 

adalah matriks kolom berukuran 1×n  yang berisikan n buah variabel { }nxxx ...,, 21  yang 

tidak diketahui dan B juga merupakan matriks kolom berukuran 1×n . 

  Berdasarkan aturan ini, maka solusi dari sistem persamaan linier tersebut dapat 

diperoleh melalui rumusan berikut: 
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( )
( )A
U

x i
i det

det
=   (42) 

Dimana iU  adalah matriks yang diperoleh dengan menggantikan kolom ke i dari matriks 

A dengan matriks kolom B. 

  Untuk membuktikan aturan ini, Tinjau persamaan linier: 

    
22221

11211

byaxa

byaxa

=+

=+
 (43) 

Matriks yang terkait dengan sistem persamaan ini adalah 







=

2221

1211

aa
aa

A . Kalikan 

bagian atas persamaan tersebut dengan 22a  dan bagian bawah dengan 12a , kemudian 

kurangkan kedua diperoleh: 

( )
( )

( ) −
−=−

=+
=+

21212221122211

2222112

1121122

babaxaaaa
byaxaa
byaxaa

, sehingga solusi untuk 

variabel x adalah:  

    
21122211

212122
aaaa
babax

−
−

=  (44).  

Dapat dibuktikan dengan cara yang sama bahwa untuk variabel y solusinya adalah: 

     
21122211

121211
aaaa
babay

−
−

=  (45).  

  Sekarang kita tinjau solusi keduanya berdasarkan aturan Cramer, dimana matriks 

iU  yang terkait dengan sistem persamaan linier yang kita tinjau adalah:  

    







=

222

121

ab
ab

U x  (46a)  

    







=

221

111

ba
ba

U y   (46b) 

sehingga diperoleh : 
( )
( ) 21122211

212122
det

det
aaaa
baba

A
U

x x
−
−

==  dan 
( )
( ) 21122211

121211
det

det
aaaa
baba

A
U

y y

−
−

== , 

yang menghasilkan solusi yang sama dengan persamaan (44) dan (45). 
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  Kita telah membuktikan bahwa aturan Cramer dapat diterapkan untuk 

memperoleh solusi bagi sistem persamaan linier dengan dua variabel. Pembaca dapat 

meyakini diri bahwa aturan ini pun berlaku untuk sistem dengan n buah variabel. 

  Contoh 3.10. Selesaikan persamaan linier (23) dengan menggunakan aturan 

Cramer. Telah diperoleh pada contoh 3.9. bahwa matriks A yang diberikan pada 

persamaan (24) memiliki determinan ( ) 9det −=A . Dari sistem tersebut, diperoleh: 
















−

−
=

124
117
112

xU , 














 −
=

142
171
122

yU  dan 















−=

422
711
212

zU  dengan masing-masing 

determinan adalah ( ) 27det −=xU , ( ) 18det =yU  dan ( ) 18det −=zU . Dari sini kita 

peroleh: 
( )
( ) 3

9
27

det
det

=
−
−

==
A

U
x x , 

( )
( ) 2

9
18

det
det

=
−
−

==
A

U
y y , 

( )
( ) 2

9
18

det
det

=
−
−

==
A

Uz z  sama 

seperti yang diperoleh dengan menggunakan metode reduksi pada pasal 5.1. 

6. Matriks Invers  

  Kembali kita tinjau sistem persamaan linier BAX = . Selain dari cara reduksi 

baris dan cara aturan Cramer yang telah dibahas pada pasal-pasal terdahulu, kita juga 

dapat memecahkannya dengan mengalikan terlebih dahulu persamaan tersebut denagn 

matriks invers 1−A dari kiri sehingga persamaan linier tersebut menjadi: 

      BAAXA 11 −− =  (47) 

Jelas terlihat, agar sistem tersebut dapat dipecahkan, maka syarat yang harus dipenuhi 

adalah IAA =−1 , dimana I adalah matriks identitas dengan ( ) 1det =I  yang memiliki 

sifat komutatif IAAI = . Berdasarkan persamaan (39), ( ) ( )A
A

det
1det 1 =− , sehingga dapat 

disimpulakn bahwa syarat agar sebuah matriks memiliki invers, maka ( ) 0det ≠A .  

  Sebelum kita membahas cara mencari matriks inverse tersebut, akan terlebih 

dibahas konsep mengenai matriks identitas dan matriks transpos bagian berikut.   

6.1. Matriks Identitas dan Matriks Transpos 

  Sebuah matriks identitas atau matriks satuan, didefinisikan sebagai matriks bujur 

sangkar dimana hanya bagian diagonalnya yang tidak nol dan semua elemen diagonal 
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tersebut berharga 1. Contoh untuk matriks bujur sangkar berorde 3, maka matriks 

satuannya adalah: 

    















=

100
010
001

I  (48) 

  Matriks transpos dari matriks A dituliskan sebagai TA , dan dapat dibangun 

dengan menukar posisi indeks dari masing-masing elemen, jiij aa → . Misalkan untuk 

matriks berorde 2, 







=

2221

1211

aa
aa

A , maka matriks transposnya adalah 







=

2212

2111

aa
aa

AT . 

6.2. Penentuan Matriks Invers dengan Menggunakan Metode Reduksi Baris 

      Seperti halnya yang telah kita pelajari dalam mencari pemecahan sistem 

persamaan linier melalui metode reduksi baris pada pasal 5.1, maka dengan cara yang 

sama kita dapat pula menerapkannya untuk mencari matriks invers yang ingin diketahui 

dari matriks A.  

  Misalkan matriks invers yang dimaksud 
















=
−−−

−−−

−−−

−

1
33

1
32

1
31

1
23

1
22

1
21

1
13

1
12

1
11

1

aaa
aaa
aaa

A . Maka 

perkalian: 















=
































−

−
=

−−−

−−−

−−−

−

100
010
001

122
111
112

1
33

1
32

1
31

1
23

1
22

1
21

1
13

1
12

1
11

1

aaa
aaa
aaa

AA  akan menghasilkan: 

    















=
































−

−

−

−

−

0
0
1

122
111
112

1
31

1
21

1
11

a
a
a

 (49a) 

    















=
































−

−

−

−

−

0
1
0

122
111
112

1
32

1
22

1
12

a
a
a

 (49b) 

    















=
































−

−

−

−

−

1
0
0

122
111
112

1
33

1
23

1
13

a
a
a

 (49c) 
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Terlihat ketiga persamaan (49) di atas merupakan persamaan linier BAX = . Dengan 

demikian mencari elemen-elemen matriks invers tersebut dapat dilakukan dengan metode 

reduksi baris yang telah kita bahas sebelumnya.  

  Selanjutnya berdasar persamaan (49) kita dapat membentuk matriks diperluas 

( )IA . Dengan melakukan operasi reduksi baris, yang tertuang pada tiga langkah di 

pasal 5.1, maka matriks diperluas tersebut akan tereduksi menjadi ( )1−AI , dimana pada 

bagian sebelah kanan matriks diperluas tersebut kita dapatkan matriks invers yang 

dimaksud. 

  Contoh 3.11. Tentukan invers matriks pada contoh 3.9.  

Matriks diperluas untuk matriks tersebut adalah: 















−

−

100122
010111
001112

. Selanjutnya 

dengan melakukan kembali 13 langkah yang ditempuh pada pasal 5.1, diperoleh: 

  
















−
−−

−−−

3498916400
329892020

03232002
 

Selanjutnya lakukan kembali langkah-langkah tambahan berikut ini: 

Langkah 14. Kalikan baris 1 dengan 21− : 

   
















−
−−

3498916400
329892020

03131001
 

Langkah 15. Kalikan baris 2 dengan 21− : 

   
















−
−−

3498916400
319491010

03131001
 

Langkah 16. Kalikan baris 3 dengan 41  

   
















−
−−

319294100
319491010

03131001
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Sehingga dengan demikian matriks invers 1−A  adalah 
















−
−−=−

319294
319491

03131
1A  

6.2. Penentuan Matriks Invers dengan Menggunakan Metode Determinan 

  Metode ini didasarkan pada kenyataan bahwa sebuah matriks A memiliki invers, 

jika dan hanya jika determinannya tak sama dengan nol, ( ) 0det ≠A . Mengingat 

penurunannya agak panjang, maka kita hanya akan membahas langkah-langkah 

perhitungannya saja. 

  Untuk mengiilustrasikannya, tinjau perhitungan untuk mencari invers dari matriks 

A yang berorde 3. Langkah pertama adalah dengan membentuk matriks kofaktor dari  

matriks A, yaitu matriks yang elemennya adalah kofaktor dari setiap elemen matriks 

tersebut: 

   ( )















=→
















=

333231

232221

131211

333231

232221

131211

cof
KKK
KKK
KKK

A
aaa
aaa
aaa

A  (50) 

dengan ijK  diberikan oleh persamaan (40).  

  Setelah kita peroleh matriks kofaktor tersebut, selanjutnya kita cari matriks 

transposnya: 

    ( )















=

333213

232212

312111

cof
KKK
KKK
KKK

A T  (51) 

Matriks transpos kofaktor ini secara khusus disebut sebagai matriks adjoint dari matriks 

A: 

    ( ) ( )TAA cofadj =  (52) 

Selanjutnya untuk mendapatkan matriks invers yang dimaksud kita gunakan rumusan: 

    ( )
( )A
AA

det
adj1 =−   (53)  
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  Contoh 3.12. Tentukan invers dari matriks pada contoh 3.11, dengan 

menggunakan metode determinan. Dengan menggunakan persamaan (40) untuk mencari 

kofaktor diperoleh: ( )
















−−
−

−
=→
















−

−
=

330
241

413
Acof

122
111
112

A  

Sehingga matriks adjointnya adalah: ( )
















−−
−

−
=

324
341

013
Aadj . Dari contoh 3.9 diketahui 

bahwa ( ) 9det −=A , dengan demikian diperoleh: 

( )
( ) 
















−
−−=

















−−
−

−

−
==−

319294
319491

03131

324
341

013

9
1

det
adj1

A
AA , sesuai dengan diperoleh 

dengan menggunakan metode reduksi baris. 

  Berdasarkan rumusan matriks invers ini, kita kini dapat pula memecahkan 

persamaan linier (24), dimana BAX 1−=  dan 















−=

































−
−−=

















2
2

3

4
7
2

319294
319491

03131

z
y
x

 

seperti yang telah diperoleh sebelumnya dari pasal 5.1. 

7. Matriks-Matriks Khusus 

  Secara khusus kita telah membahas dua matriks khusus pada pasal 6, yang sering 

kita jumpai penggunaannya dalam Fisika, yaitu matriks identitas I  dan matriks transpos 
TA  serta matriks adjoint ( )Aadj . Beberapa matriks khusus adalah:  

1.  Matriks nol, yaitu matriks dengan semua elemennya berharga nol dan biasanya 

disimbolkan dengan matriks 0. 

2. Matriks singular, yaitu matriks bujur sangkar dengan determinan nol. Semua matriks 

yang bukan bujur sangkar juga disebut matriks singular karena tidak memiliki 

determinan. 

3. Matriks identitas I, matrik dengan semua elemen diagonalnya 1 dan elemen selain 

diagonal nol. biasanya secara singkat direpresentasikan oleh suatu kuantitas yang 

dinamakan delta kronecker ijδ  yang didefinisikan memiliki sifat berikut: 



 58

    




≠
=

=
ji
ji

ij ,0
,1

δ  (54) 

4. Matriks transpos TA , matriks yang diperoleh dengan menukar elemen baris matriks 

A menjadi kolom dan sebaliknya. 

5. Matriks invers 1−A , adalah matriks yang memenuhi kondisi IAA =−1 . 

6. Matriks transpose konjugat ( )∗= TAA†  (baca: A dagger), yang diperoleh dengan 

mentranspos matriks A dan mengkompleks konjugat-kan. 

7. Matriks adjoint ( )Aadj , matriks yang elemennya merupakan kofaktor dari setiap 

elemen matriks A. 

  Berikut adalah beberapa sifat khusus matriks yang juga sering dijumpai dalam 

Fisika beserta contohnya: 

1. Jika TAA = , maka dikatakan matriks tersebut adalah matriks simetrik.  

 Contoh: TA
i

i
A =








=

1
1

 

2. Jika TAA −= , maka dikatakan matriks tersebut adalah matriks skew-simetrik 

  Contoh: 






 −
=

0
0
i

i
A , 








−

=
0

0
i

i
AT  sehingga TAA −= . Sebagai catatan, semua 

matriks skew-simetrik memiliki elemen diagonal nol. 

3. Jika †AA = , maka matriks tersebut dinamakan matriks hermitian. 

 Contoh: A
i

i
A

i
i

A
i

i
A T =







 −
=→








−

=→






 −
=

1
1

1
1

1
1 † . 

4. Jika 1−= AAT , maka matriks tersebut adalah matriks orthogonal. 

 Contoh: 1
01
10

01
10 −=







 −
=→








−

= AAA T  (buktikan!) 

5. Jika 1† −= AA , maka matriks tersebut dinamakan matriks uniter. 

  Contoh: 1†
0

0
0

0
0

0 −=







−

−
=→








=→








= A

i
i

A
i

i
A

i
i

A T  (buktikan!) 
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8. Contoh Penerapan dalam Fisika 

  Konsep mengenai vektor dan matriks di dalam Fisika memainkan peranan yang 

cukup sentral, karena hampir dipakai disemua cabang Fisika. Sebagai contoh, dalam 

mekanika, konsep vektor atau matriks secara umum dipakai untuk menggambarkan 

dinamika gerak benda dalam tiga dimensi, misalnya untuk benda yang bergerak secara 

rotasi. 

  Tinjau misalnya gerak sebuah partikel yang berada dalam pengaruh gaya sentral 

( ) rerFF rr
= , seperti gaya gravitasi misalnya. Pada umumnya gerak tersebut dapat berupa 

lintasan yang mengelilingi suatu titik tempat sumber gaya tersebut. Contoh misalnya 

gerak planet mengelilingi matahari. Bagi partikel dalam pengaruh gaya sentral tersebut, 

untuk lebih mempermudah penanganan, dinamikanya lazim direpresentasikan dalam 

sistem koordinat polar, dimana jarak dari suatu partikel dan sudutnya terhadap suatu 

kerangka acuan tetap digunakan sebagai besaran yang digunakan untuk menggambarkan 

perilaku geraknya, seperti yang diilustrasikan dalam Gambar 7(a).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Misalkan kecepatan dari partikel pada Gambar 7(a) adalah: 

    θθ evevv rr
rrr

+=  (55) 

Gambar 7 

θθ evevv rr
rrr

+=  

( ) rerF r  
rer  θe

r  

θ  

r  

xer  

yer  

x

y  

(a) 

rer  

θe
r  

xer  

yer  

x

y

(b) 

θ  
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dimana rer  dan θe
r  masing-masing adalah vektor satuan dalam sistem koordinat polar 

yang diberikan pada Gambar 7(b), sedangkan rv  dan θv  adalah komponen vektor dalam 

sistem koordinat tersebut. Vektor satuan rer  dan θe
r  adalah vektor-vektor satuan yang 

selalu berubah sesuai dengan posisi partikel tersebut.  

  Bagi sistem koordinat kartesis dengan vektor satuan tetap xer  dan yer , kita dapat 

mencari hubungan keduanya dengan rer  dan θe
r  dalam koordinat polar. Berdasarkan 

Gambar 7(b) dan 1=rer , kita dapat melihat hubungan berikut: 

    θθ sincos yxr eee rrr
+=  (56) 

Untuk mendapatkan hubungan bagi vektor satuan θe
r , kita misalkan yx ebeae rrr

+−=θ , 

dan dengan memanfaatkan kenyatan bahwa ree rr
⊥θ  atau 0=• ree rr

θ  dan 1=θe
r  , 

didapatkan persamaan: 

    0sincos =+− θθ ba  (57a) 

      122 =+ ba  (57b) 

Dari persamaan (57a) diperoleh: 
θ
θ

sin
cosab = , masukkan kembali ke persamaan (57b) 

diperoleh 1
sin

1
cossin

sin
cos1 2

22
2

2

2
2 =

















 =

+
=










+

θ
θθ

θ
θ

44 844 76

aa , sehingga θsin=a  dan θcos=b . 

Dengan demikian kita peroleh hubungan:   

    
θθ

θθ

θ cossin

sincos

yx

yxr

eee

eee
rrr

rrr

+−=

+=
 (58) 

Bentuk persamaan (59) dapat dinyatakan dalam bentuk matriks: 

    







=









y

xr
e
e

R
e
e

r

r

r

r

θ
 (59) 

dimana matriks R pada persamaan: 

    







−

=
θθ
θθ

cossin
sincos

R  (60) 
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merupakan matriks yang bersifat orthogonal (buktikan!), dimana  

    






 −
==−

θθ
θθ

cossin
sincos1 TRR  (61).  

Dari sini dapat pula diperoleh invers persamaan (60):  

    














 −
=








=







 −

θθ θθ
θθ

e
e

e
e

R
e
e rr

y

x
r

r

r

r

r

r

cossin
sincos1  (62) 

  Dapat dibuktikan dengan mudah bahwa untuk memperoleh komponen kecepatan 

dalam sistem kartesis dapat diperoleh melalui persamaan berikut: 

    














 −
=








=







 −

θθ θθ
θθ

v
v

v
v

R
v
v rr

y

x

cossin
sincos1   (63) 

  Sebagai contoh sederhana, kita tinjau kasus gerak melingkar beraturan dengan 

kelajuan tetap dengan: 

     0=rv  (64a) 

     ωθ rv =  (64b) 

Berdasarkan persamaan (63), maka diperoleh komponen gerak tersebut dalam koordinat 

kartesis sebagai berikut: 

    








−
=
















 −
=









θ
θ

ω

ωθθ
θθ

cos
sin

0
cossin
sincos

r

rv
v

y

x

 (65) 

Atau dalam bahasa vektor: 

    θωθω cossin rerev yx
rrr

+−=  (66) 
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BAB 4  

TURUNAN DAN DIFERENSIASI PARSIAL 
 
 

1. Pendahuluan 

 Dalam bab ini kita akan membahas konsep mengenai diferensiasi parsial terhadap 

fungsi-fungsi dari beberapa variabel bebas. Fungsi dengan variabel banyak sering 

dijumpai penggunaannya dalam Fisika ketika berkaitan dengan suatu gejala yang 

melibatkan beberapa buah besaran. Misalnya ketika kita membahas perilaku suatu gas, 

kita dapat mengkajinya lewat persamaan keadaan gas tersebut yang biasanya merupakan 

fungsi dari besaran volume, tekanan dan temperatur. Kalkulus merupakan perangkat 

analisa yang kita butuhkan untuk untuk mengkaji dinamika dari suatu sistem fisis yang 

melibatkan beberapa besaran seperti dalam kasus perilaku gas di atas karena ia 

merupakan bagian dari Matematika yang berhubungan dengan laju perubahan suatu 

fungsi terhadap variabelnya. 

 Seperti yang pernah disinggung pada Bab 3, bahwa fungsi dengan banyak 

variabel seperti ( ) 0,, =zyxf  mendefinisikan permukaan dalam ruang tiga dimensi, 

seperti yang dicontohkan pada Gambar 1 untuk fungsi ( ) 02sin2 2 =− xxyz . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x  

y z

Gambar 1 
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Secara umum, fungsi ( ) 0,...,, 21 =nxxxf  dengan n buah variabel juga membentuk suatu 

permukaan yang disebut permukaan-hiper (hyper-surface), tetapi kita tidak dapat 

menggambarkannya dalam bentuk visual karena keterbatasan dimensi yang kita miliki. 

2. Turunan dan Diferensial Parsial Fungsi Banyak Variabel 

2.1. Definisi Turunan Parsial 

 Misalkan kita memiliki sebuah fungsi ( )xA , dimana A  merupakan sebuah 

besaran turunan yang merupakan fungsi dari besaran pokok x . Laju perubahan A  

terhadap x  didefinisikan sebagai: 

  ( ) ( )
x

xAxxA
x
A

∆
−∆+

=
∆
∆  (1) 

dengan x∆  yang diambil relatif cukup besar. Turunan atau diferensial dari fungsi ( )xA  

terhadap x  yang dituliskan sebagai ( ) ( )
dx

xdAxA =′  diperoleh jika kita mengambil 

0→∆x  sehingga: 

  
x
A

dx
dAA x ∆

∆
==′ →∆ 0lim  (2) 

 Secara geometri, seperti yang diilustrasikan pada Gambar 2, turunan dari fungsi 

tersebut di suatu titik merupakan kemiringan garis lurus yang menyinggung titik tersebut. 

Di titik 0xx =  pada Gambar 4, kemiringannya diberikan oleh 
0xxdx

dA

=
. Perhatikan, 

berdasarkan persamaan (2), kita dapat menuliskan:  

  dxAdA ′=  (3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A  

x

Gambar 2 

0x  

dxAdA ′=  

dx  
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 Untuk fungsi dengan variabel banyak, misalkan ( )yxff ,= , didefinisikan konsep 

turunan parsial, 
x
f
∂
∂ , yaitu turunan f  terhadap x  dengan menganggap y  konstan, dan 

y
f
∂
∂  yaitu turunan f  terhadap y  dengan menganggap x  konstan.  

 Secara geometri turunan ini menyatakan kemiringan di suatu titik ( )00 , yx  dari 

kurva proyeksi fungsi tersebut pada salah satu bidang proyeksi. Misalkan untuk fungsi 

yang diberikan pada Gambar 1, proyeksi fungsi tersebut pada bidang ( )fx,  di titik 

0yy = , dan ( )fy,  di titik 0xx =  masing-masing diberikan pada Gambar 3(a) dan 3(b) 

berturut-turut, maka kemiringan garis singgung masing-masing kurva proyeksi tersebut 

pada titik ( )00 , yx  diberikan oleh turunan parsial: 
0xxx

f

=∂
∂ dan 

0yyy
f

=∂
∂ . Perhatikan bahwa 

untuk turunan parsial kita tidak menggunakan notasi ” d ”, tetapi menggunakan notasi 

”∂ ” (baca: do) yang menyatakan turunan dari fungsi f  terhadap salah satu variabel 

dengan menganggap variabel lain konstan. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Selain dari bentuk penulisan turunan parsial seperti yang diberikan di atas, dalam 

beberapa buku teks kita juga akan menjumpai beberapa bentuk lain semisal: 

  fDff
x
f

xxx ≡≡∂≡
∂
∂  (4) 

( )0, yxf  

x

(a) 
0x  

Gambar 3 

y

(b) 
0y  

( )yxf ,0  
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Untuk turunan parsial dengan orde lebih tinggi berlaku: 

 2

2

x
f

x
f

x ∂

∂
=







∂
∂

∂
∂ ,  

xy
f

x
f

y ∂∂
∂

=






∂
∂

∂
∂ 2

,  2

3

2

2

xy
f

x
f

y ∂∂

∂
=











∂

∂
∂
∂  (5) 

 Contoh 4.1. Jika 232 2 yxyxf ++= , Tentukan: 
x
f
∂
∂ , 

xy
f
∂∂

∂2
, 

xy
f
∂∂

∂
2

3
. 

(i) ( ) 3
232

222 yx
x

yxyx
x
f

+=
∂

++∂
=

∂
∂ , (ii) ( ) 2

32
622 y

y
yx

x
f

yxy
f

=
∂
+∂

=






∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂ .  

(iii) ( ) y
y
y

xy
f

yxy
f 126 22

2

3
=

∂
∂

=










∂∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂ . 

2.2. Uraian Taylor Fungsi Banyak Variabel 

 Seperti halnya fungsi dengan satu variabel yang dapat diuraikan atas deret 

pangkat sebagaimana yang telah kita bahas di Bab 1, maka untuk fungsi banyak variabel 

pun kita dapat melakukan hal yang sama. Kita akan membatasi diri untuk fungsi dengan 

dua variabel ( )yxff ,= . Tinjau uraian fungsi tersebut dalam bentuk deret pangkat 

berikut: 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )∑ ∑
∞

=

∞

=
−−=

−−+−−

+−++−+−+=

0 0

2
1211

10
2

020100 ...,

n m

mn
nm byaxa

byaxabyaxa

axabyabyaayxf

 (6)  

 Untuk mencari koefisien nma  pada persamaan (6), kita dapat menggunakan cara 

yang persis seperti yang dilakukan untuk kasus satu variabel. Pertama kita cari dahulu 

untuk koefisien 00a  dan dengan mudah kita peroleh jika kondisi ax =  dan by =  

dipenuhi, yang mengakibatkan: 

   ( )bafa ,00 =  (7) 

Untuk 01a  kita dapat memperolehnya dengan mencari turunan parsial persamaan (6) 

terhadap variabel y  dan mengevaluasinya kembali pada titik ( )byax == , : 

   
by
axy

fa
=
=∂

∂
=01   (8) 
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Sekarang kita cari koefisien 12a  dengan jalan menurunkan parsial terhadap x  satu kali 

dan terhadap y  dua kali, sehingga didapatkan: 

   

by
axyx

fa
=
=∂∂

∂
= 2

3

12 2
1  (9) 

 Koefisien-koefisien yang lain pada prinsipnya dapat dicari dengan cara yang 

sama. Tanpa harus memasuki detail perhitungan, berikut diberikan ungkapannya dalam 

bentuk yang kompak: 

  ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑
∞

= =
=
=

+
−−

∂∂

∂
=

0 0
,

!!
1,

n

n

m

mn

by
axmn

mn
byaxyxf

yxmn
yxf  (10)  

2.3. Diferensial Total 

 Misalkan kembali kita memiliki fungsi ( )yxff ,= , maka diferensial (selisih) 

total fungsi tersebut didefinisikan sebagai: 

  

( ) ( )

dy
y
fdx

x
f

yxfyyxxfdf
y
x

∂
∂

+
∂
∂

=

−∆+∆+=
→∆
→∆ ,,lim

0
0

 (11) 

Ungkapan dx
x
f
∂
∂  dan dy

y
f
∂
∂  dalam persamaan (11) berturut-turut merupakan diferensial 

parsial fungsi f  dalam arah x  dan y . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

dy
y
f
∂
∂  

dx
x
f
∂
∂  

dy
y
fdx

x
fdf

∂
∂

+
∂
∂

=  

A C  

B  

f  

x  

y  

D

C ′  

D′

B′  

Gambar 4 
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 Penjelasan secara geometri makna dari diferensiasi total df  pada persamaan (11) 

dapat dilihat pada Gambar 4. Misalkan titik A  adalah ( )yxf , , sedangkan titik C  adalah 

( )dyydxxf ++ ,  dengan 0, →dydx , yang keduanya berada pada permukaan yang 

dibentuk oleh fungsi tersebut. Garis AB  merupakan garis singgung pada kurva proyeksi 

di bidang ( )fx, , dan seperti halnya persamaan (3), maka panjang garis dx
x
fBB
∂
∂

=′ . 

Sementara itu, garis AD  merupakan garis singgung pada kurva proyeksi di bidang ( )fy,  

dan panjang garis dy
y
fDD
∂
∂

=′ . Dari sini terlihat bahwa bidang ABCD , yang 

didalamnya terdapat garis AB   dan AD , tidak lain adalah bidang datar yang 

menyinggung titik A . Dipihak lain, karena titik A  dan C ′  berada pada bidang DCBA ′′′  

yang paralel dengan bidang ( )yx, , maka panjang garis dfCC =′  merupakan diferensiasi 

total dari fungsi yang dimaksud, dan dari Gambar 4 diketahui bahwa DDBBCC ′+′=′  

atau dengan kata lain dy
y
fdx

x
fdf

∂
∂

+
∂
∂

= .    

 Secara umum, untuk fungsi dengan −n buah variabel, ( )nxxxff ,...,, 21= , maka 

diferensiasi total fungsi tersebut diberikan oleh: 

  n
n

dx
x
fdx

x
fdx

x
fdx

x
fdf

∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= ...3
3

2
2

1
1

 (12) 

 Contoh 4.2. Jika ( )xyef y sin+= , tentukan df . Sebelumnya mencari diferensial 

total dari fungsi f  tersebut, kita cari terlebih daulu turunan parsial terhadap variabel x  

dan y . xyy
x
f sin=
∂
∂  dan xyxe

y
f y sin+=
∂
∂ , sehingga dengan demikian diperoleh: 

( ) ( )dyxyxedxxyydy
y
fdx

x
fdf y sinsin ++=

∂
∂

+
∂
∂

= .  

3. Aturan Rantai dan Turunan Implisit 

 Dalam beberapa kasus, kita akan menjumpai bahwa variabel suatu fungsi yang 

merepresentasikan suatu sistem merupakan fungsi dari variabel lainnya, atau kita juga 

menemui kasus dimana suatu fungsi tidak dinyatakan secara eksplisit, sehingga dengan 
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mudah dapat dicari turunannya. Berikut kita akan membahas kasus-kasus dimana turunan 

dari suatu fungsi tidak dapat langsung diperoleh dengan mudah. 

3.1. Aturan Rantai 

  Misalkan terdapat suatu fungsi dimana variabelnya merupakan fungsi dari 

variabel lainnya. Tinjau fungsi: 

  ( )uff = ,   ( )huu = ,   ( )xhh =  (13) 

dan kita diminta untuk mencari turunan f  terhadap x , 
dx
df . 

 Pertama kita cari diferensial total dari fungsi-fungsi f , u  dan h : 

   du
u
fdf
∂
∂

=   (14a) 

   dh
h
udu
∂
∂

=   (14b) 

   dx
x
hdh
∂
∂

=   (14c) 

Gabungkan ketiga persamaan (14) diatas diperoleh: 

   dx
x
h

h
u

u
fdf

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=  (15) 

Bagi kedua ruas pada persamaan (15) dengan dx  diperoleh: 

   
x
h

h
u

u
f

dx
df

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=  (16) 

yang merupakan turunan f  terhadap x . Cara memperoleh turunan dari suatu fungsi 

yang variabelnya merupakan fungsi variabel lain ini dinamakan aturan rantai. 

 Selanjutnya kita tinjau kembali fungsi semacam persamaan (13), tetapi dengan: 

  ( )wuff ,= ,     ( )yxuu ,= ,     ( )yxww ,=  (17) 

maka diferensial total fungsi f , u  dan w  adalah: 

   dw
w
fdu

u
fdf

∂
∂

+
∂
∂

=    (18a) 

   dy
y
udx

x
udu

∂
∂

+
∂
∂

=  (18b) 

   dy
y
wdx

x
wdw

∂
∂

+
∂
∂

=  (18c) 
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Dengan mensubstitusikan persamaan (18b) dan persamaan (18c) ke dalam persamaan 

(18a) diperoleh: 

  dy
y
w

u
f

y
u

u
fdx

x
w

u
f

x
u

u
fdf 








∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+







∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=  (19) 

Perlu dicatat bahwa persamaan (18a) merupakan diferensial total f  terhadap u  dan w , 

sedangkan persamaan (19) merupakan diferensial total f  terhadap x  dan y . 

 Contoh 4.3. Misalkan xyf = , ( )tsx += cos  dan ( )tsy −= sin . Tentukan 
s
f
∂
∂  

dan 
t
f
∂
∂ . Berdasarkan persamaan (18): dt

tf
t
y

y
f

t
x

x
fds

sf
s
y

y
f

s
x

x
fdf

44 344 2144 344 21
∂∂









∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+

∂∂









∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

= . 

Turunan-turunan parsial yang diperlukan: y
x
f
=

∂
∂ , x

y
f
=

∂
∂ , ( )ts

s
x

+−=
∂
∂ sin , 

( )ts
t
x

+−=
∂
∂ sin , ( )ts

s
y

−=
∂
∂ cos  dan ( )ts

t
y

−−=
∂
∂ cos . Untuk mencari turunan parsial f  

terhadap s , berlaku 0=dt , sehingga ( ) ( )tsytsx
s
y

y
f

s
x

x
f

s
f

+−−=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ sincos ., 

Sedangkan untuk mencari turunan parsial fungsi f  terhadap variabel t  diambil 0=ds  

(mangapa?), sehingga ( ) ( )tsytsx
t
y

y
f

t
x

x
f

t
f

+−−−=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ sincos .    

3.2. Turunan Implisit 

 Perhatikan persamaan di bawah ini: 

   1sin =+ xe y   (20) 

Untuk mencari ungkapan 
dx
dy , langkah konvensional yang harus kita tempuh adalah 

menjadikan persamaan tersebut berbentuk: 

   ( )xy sin1ln −=  (21) 

Kemudian baru kita cari turunannya dengan menggunakan aturan rantai (16), kita 

dapatkan hasil sebagai berikut: 
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( )( )
( )

( )

( )( )

1sin
cos

cos1
sin1
1

sin
sin

sin1
sin1
sin1ln

−
=

−






−

=














 −








−
−

=

x

x
x

dx
xd

xd
xd

xd
xd

dx
dy

 (22) 

 Kini bandingkan dengan cara berikut. Pertama kita cari diferensial total dari 

masing-masing fungsi yang terlibat di dalam persamaan tersebut:  

  dyedy
y

ede y
y

y =
∂
∂

=  (23)  

dan  

   ( ) ( ) xdxdx
x

xxd cossinsin =
∂

∂
=  (24) 

sehingga diferensiasi total persamaan (19) menjadi: 

  ( ) ( ) 0cossin =+=+ xdxdyexded yy  (25) 

Ruas kanannya menjadi nol karena ( ) 01 =d . Selanjutnya dari persamaan (24) diperoleh: 

    ye
x

dx
dy cos

−=   (25) 

Sementara dari persamaan (20) kita peroleh xe y sin1−= , sehingga akhirnya didapatkan: 

    
1sin

cos
−

=
x

x
dx
dy  (26) 

Sama seperti yang diperoleh dengan cara konvensional. 

 Cara mencari turunan yang baru saja kita bahas ini dinamakan cara turunan 

implisit. Secar umum jika kita memiliki fungsi ( ) cyxf =, , dimana c  adalah sebuah 

kontanta, dengan diferensial totalnya diberikan oleh: 

   0=
∂
∂

+
∂
∂

= dy
y
fdx

x
fdf  (27) 

Maka untuk mencari turunan y  terhadap x  dapat dilakukan melalui hubungan berikut: 

  







∂
∂








∂
∂

−=
y
f

x
f

dx
dy  (28) 
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 Pada contoh persamaan (20), kita kebetulan bertemu dengan persamaan implisit 

( ) cyxf =,  yang dapat diubah menjadi bentuk persamaan eksplisit ( )xgy = . Turunan 

implisit ini akan menjadi penting, manakala kita berhadapan dengan persamaan implisit 

yang tidak dapat diubah menjadi persamaan eksplisit. 

 Contoh 4.4. Misalkan xey y 22 =+ , tentukan 
dx
dy , 2

2

dx
yd . Tinjau diferensial total 

persamaan tersebut: ( ) dxdyey y 22 =+ , sehingga diperoleh: (i) yeydx
dy

+
=

2
2  atau (ii) 

( ) 022 =−+ yey
dx
dy . Untuk turunan kedua y  terhadap x , turunkan persamaan (ii) 

terhadap x  yaitu: ( ) 022 =



 −+ yey

dx
dy

dx
d , sehingga ( ) ( )

=
+

++
dx

eyd
dx
dyey

dx
yd y

y 222

2
    

( ) 022
22

2

2
=






+






++

dx
dye

dx
dyey

dx
yd yy . Dengan mensubstitusikan persamaan (i) 

diperoleh: ( ) 0
2

2
2

222
22

2

2
=











+
+











+
++ y

y
y

y

ey
e

ey
ey

dx
yd  dan sebagai hasil akhir 

didapatkan: 
( )32

2

2

48
y

y

ey

e
dx

yd

+

+
−= .  

4. Masalah Nilai Maksimum dan Minimum Fungsi 

 Dalam Fisika, mencari nilai maksimum atau minimum (disebut juga nilai ekstrim) 

dari suatu fungsi yang menggambarkan dinamika suatu sistem sering kali dibutuhkan 

untuk mengetahui karakteristik dari sistem tersebut. Misalnya kita ingin mengetahui 

nilai-nilai tekanan atau temperatur kritis yang terkait dengan nilai maksimum atau 

minimum energi dalam dari sebuah sistem termodinamika sehingga kita bisa mengetahui 

fase-fase-nya.  

 Jika ketika kita mencari titik-titik ekstrim tersebut terdapat kaitan antara variabel-

variabel yang terlibat, maka dikatakan sebagai nilai ekstrim dengan kendala (constraint). 

Sedangkan jika diantara variabel-variabel tersebut tidak terdapat hubungan lain, maka 

dikatakan sebagai nilai ekstrim tanpa kendala. 
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4.1. Nilai Ekstrim Tanpa Kendala 

4.1.1. Fungsi dengan Satu Variabel 

 Karena turunan dari suatu fungsi pada dasarnya adalah laju perubahan fungsi 

tersebut terhadap variabelnya dan juga dapat diartikan sebagai kemiringan dari 

kurva/permukaan yang ditinjau. Untuk fungsi dengan satu variabel titik-titik dengan nilai 

ekstrim dari fungsi tersebut dapat dicari melalui kondisi: 

  0=
dx
df  (29) 

Pada titik ini kemiringan dari kurva berubah dari positif menjadi negatif atau dari negatif 

menjadi positif. Titik-titik ekstrim tersebut dapat berupa maksimum atau minimum. 

Misalkan dari persamaan (29) kita mendapatkan titik ekstrim 0xx =  yang dimaksudkan, 

maka titik tersebut maksimum atau minimum dapat ditentukan berdasarkan turunan 

kedua yang dievaluasi pada titik ekstrim tersebut: 

  ,0
0

2

2
>

=xxdx
fd   Titik Minimum (30a) 

  ,0
0

2

2
<

=xxdx
fd   Titik Maksimum (30b) 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 
3 

1 
x

f  

Gambar 5 



 73

Pada titik maksimum, kemiringan kurva berubah dari positif menjadi negatif dan 

sebaliknya pada titik minimum berubah dari negatif menjadi positif. Sedangkan jika: 

   0
0

2

2
=

=xxdx
fd  (31) 

maka titik ekstrim tersebut disebut titik belok. Dicontohkan pada Gambar 5, titik-titik 

maksimum (titik 1), minimum (titik 2) dan belok (titik 3). 

4.1.2 Fungsi dengan Dua Variabel 

 Tinjau fungsi ( ) 0,, =zyxf  yang dapat dinyatakan dalam ungkapan ( )yxfz ,=  

dan mendefinisikan sebuah permukaan dalam ruang tiga dimensi. Titik-titik ekstrim pada 

permukaan tersebut dapat dicari dengan memecahkan secara simultan kondisi berikut: 

  0=
∂
∂

x
f  (32a) 

  0=
∂
∂
y
f  (32b) 

Misalkan ( )00 , yx  adalah titik ekstrim yang dimaksud, maka untuk menentukan sifatnya 

didefinisikan suatu kuantitas yang disebut Hessian dari fungsi tersebut sebagai berikut: 

  

0
0

2

2

2

2

2

yy
xxyx

f
y

f
x

fS
=
=∂∂

∂
−

∂

∂

∂

∂
=  (33) 

Titik maksimum dan minimum dipenuhi jika: 

  ,0,02

2
><

∂

∂ S
x

f   Maksimum (34a) 

  ,0,02

2
>>

∂

∂ S
x

f   Minimum (34b) 

Sedangkan jika: 

  0<S  (35) 

maka titik tersebut dinamakan titik sadel (titik yang berada pada suatu permukaan yang 

mirip pelana kuda) dan 22 xf ∂∂  tidak perlu dievaluasi. Jika 0=S  sifat titik tersebut 

tidak dapat ditentukan Ilustrasi masing titik diperlihatkan pada Gambar 6(a) untuk titik 

maksimum, 6(b) titik minimum dan 6(c) untuk titik sadel. 
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 Contoh 4.5. Tentukan titik ekstrim fungsi (i) ( ) 12 −= xxf , (ii) ( ) 22, yxyxf −= , 

serta sifatnya. Untuk fungsi pertama 02 == x
dx
df , didapatkan 00 =x . Masukkan nilai 

tersebut ke fungsi (i) maka dalam koordinat kartesis titik ekstrimnya berada di ( )1,0 − . 

Selanjutnya, karena 022

2
>=

dx
fd , maka titik tersebut merupakan titik minimum. Untuk 

fungsi kedua, titik ekstrimnya dapat dicari melalui hubungan 02 ==
∂
∂ x

x
f  dan 

02 =−=
∂
∂ y
y
f , sehingga titik ekstrimnya adalah ( )0,0 00 == yx  yang berada di posisi 

( )0,0,0  dalam koordinat kartesis. Untuk menentukan sifat titik tersebut kita cari nilai 

Hessian S titik tersebut: ( )( ) ( ) 04022

0
0

2

2

2

2

2
<−=−−=

∂∂
∂

−
∂

∂

∂

∂
=

=
=

y
xyx

f
y

f
x

fS . 

4.2. Nilai Ekstrim dengan Kendala 

 Suatu fungsi yang titik ekstrimnya tidak hanya ditentukan oleh kondisi dimana 

turunan pertamanya berharga nol tapi juga oleh kaitan antar variabel dikatakan memiliki 

nilai ekstrim berkendala.  

 Misalkan kita memiliki sebuah kawat yang dibengkokkan sedemikian rupa 

sehingga bentuknya menyerupai kurva dari fungsi  

   ( ) 21 xxy −=  (36) 

Sebagaimana terlihat pada Gambar 7, dan kita ingin melihat nilai ekstrim dari jarak 

y  
x  

z  

(a) (b) (c) 

Gambar 6 
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   ( ) 22, yxyxr +=  (37) 

antara suatu titik di kawat tersebut dengan pusat koordinat kawat tersebut. 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 Jika kita secara naif mencari nilai ekstrim dari persamaan (37), maka berdasarkan 

kondisi (32) kita dapatkan: 

  00 022
=⇒=

+
=

∂
∂ x

yx

x
x
r  (38a) 

  00 022
=⇒=

+
=

∂
∂ y

yx

y
y
r  (38b) 

Jelas terlihat bahwa titik kritis yang kita peroleh tidak memenuhi persamaan (36) karena 
2
00 1 xy −≠ . Hal ini disebabkan karena antara x  dan y  memiliki hubungan lewat fungsi 

pada persamaan (36) yang kita sebut sebagai fungsi kendala.  

 Untuk memecahkan sistem dengan kendala di atas, ada beberapa cara yang dapat 

kita tempuh: pertama dengan menggunakan metode Eliminasi, kedua dengan metode 

Turunan Implisit dan yang ketiga dengan metode Pengali Lagrange. 

4.2.1. Metode Eliminasi 

 Dalam metode ini, pada dasarnya kita hanya mensubstitusikan persamaan (36) ke 

dalam persamaan (37) dan misalkan 2rR =  maka kita sampai pada persamaan: 

  ( ) ( ) 121 24222 +−=−+= xxxxxR  (39) 

22 yxr +=  

x

y

Gambar 7 
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Agar lebih memudahkan, kita gunakan bentuk kuadrat dari fungsi r . Persamaan (39) 

merupakan fungsi satu variabel, yang selanjutnya dapat kita cari nilai ekstrimnya dengan 

menerapkan kondisi (29): 

  ( ) 0122 2 =−= xx
dx
dR  (40) 

Persamaan (40) di atas memiliki tiga akar yaitu: 00 =x  dan 21±=±x . Sedangkan 

turunan keduanya: 

  212 2
2

2
−= x

dx
Rd  (41) 

Kini kita tinjau 00 =x  dengan dan 10 =y , berdasarkan persamaan (41) diketahui bahwa 

022

2
<−=

dx
Rd , sehingga titik tersebut adalah titik maksimum berdasarkan kondisi (30b). 

Kemudian untuk titik 21±=±x  dengan 21=±y , kita dapatkan bahwa 042

2
>=

dx
Rd , 

yang menunjukkan kedua titik tersebut adalah titik-titik minimum. 

4.2.1. Metode Turunan Implisit 

 Tinjau kembali fungsi 22 yxR += . Turunan totalnya terhadap x  adalah: 

  
dx
dyyx

dx
dR 22 +=  (42) 

Dipihak lain, diferensial total fungsi kendala pada persamaan (36) adalah: 

  xdxdy 2−=    atau   x
dx
dy 2−=  (43) 

Substitusikan persamaan (36) dan (43) ke dalam persamaan (42) diperoleh: 

   xyx
dx
dR 42 −=  (44) 

Agar R  berada pada titik ekstrim maka 0=dR , dan dengan mensubstitusikan fungsi y  

pada persamaan (36), didapatkan seperti melalui metode eliminasi, titik-titik ekstrimnya 

adalah: 00 =x  dan 21±=±x . 
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 Untuk memeriksa maksimum dan minimumnya diperlukan 22 dxRd . Turunkan 

persamaan (44) sekali terhadap x  menghasilkan: 

  
dx
dyxy

dx
Rd 4422

2
−−=  (45) 

Dari persamaan (36) dan (43) didapatkan lagi persamaan (41) dan hasil yang sama seperti 

pada metode eliminasi pun kita dapatkan kembali pula. 

4.2.1. Metode Pengali Lagrange 

 Tinjau fungsi kendala pada persamaan (36). Secara umum kita dapat menyatakan 

fungsi kendala tersebut dalam bentuk: 

  ( ) cyx =,φ  (46) 

dengan c  adalah sebuah konstan, sehingga diferensiasi totalnya adalah: 

  0=
∂
∂

+
∂
∂

= dy
y

dx
x

d φφφ  (47) 

Selanjutnya, misalkan ( )yxf ,  adalah fungsi yang pada nilai ekstrimnya memenuhi: 

  0=
∂
∂

+
∂
∂

= dy
y
fdx

x
fdf  (48) 

maka bentuk berikut akan tetap berlaku: 

   0=+ φλddf  (49) 

dengan λ  adalah sebuah konstanta. Dari sini kita dapat membentuk fungsi baru: 

  ( ) ( ) ( )yxyxfyxF ,,,, λφλ +=  (50) 

Berdasarkan persamaan (47) dan (48) diperoleh: 

  0=







∂
∂

+
∂
∂

+







∂
∂

+
∂
∂

=+ dy
yy

fdx
xx

fddf φλφλφλ  (51) 

Dari sistem persamaan tersebut ditambah dengan persamaan (46) untuk fungsi kendala, 

kita dapat mencari nilai λ  sehingga memenuhi: 

   0=
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

xx
f

x
F φλ  (52a) 

   0=
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

yy
f

y
F φλ  (52b) 

   ( ) cyx =,φ  (52c) 
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 Faktor pengali λ  disebut juga sebagai faktor pengali Lagrange. Untuk mencari 

nilai-nilai ekstrim yang dimaksud, maka kita dapat memperolehnya dengan memecahkan 

persamaan (46) dan (52) secara bersama-sama guna mendapatkan 0x , 0y  dan λ . 

 Kembali pada fungsi kendala (36) yang dituliskan kembali seperti persamaan 

(46), diperoleh fungsi F  terkait: 

   ( )
4342143421
φ

λ yx
f

yxF +++= 222  (53) 

dan sistem persamaan yang harus dipecahkan adalah: 

   ( ) 012 =+=
∂
∂ x

x
F λ  (54a) 

   02 =+=
∂
∂ λy

y
F  (54b) 

   12 =+ yx  (54c) 

Solusi persamaan (54a) memberikan 00 =x  atau 1−=λ . Dari persamaan (54c) untuk 

00 =x  menghasilkan 10 =y , yang pada gilirannya dari persamaan (54b) menghasilkan 

2−=λ . Substitusi 1−=λ , ke persamaan (54b) didapatkan 210 =y . Selanjutnya dengan 

mensubstitusikan 210 =y  ke persamaan (54c) diperoleh kembali 21±=±x . Sehingga 

kita dapatkan pasangan ( )λ,, 00 yx  yang dimaksud adalah ( )2,1,0 −  dan ( )1,21,21 −± . 

Hasil ini persis sama dengan metode eliminasi dan metode turunan implisit yang kita 

bahas pada pasal sebelum ini. Untuk mengetahui sifat dari titik-titik ekstrim tersebt 

kembali dapat kita gunakan kondisi turunan total fungsi f  terhadap x .  

 Dari ketiga metode yang kita bahas tadi, masing-masing memiliki keunggulan 

sendiri-sendiri, tergantung dari sistem dengan kendala yang kita hadapi. Tapi, secara 

umum metode pengali Lagrange lebih memperlihatkan keunggulan untuk kasus dengan 

tingkat kerumitan yang relatif tinggi. 

5. Contoh Penerapan dalam Fisika  

5.1. Perubahan Variabel 

 Hampir semua fenomena-fenomena di dalam Fisika harus digambarkan melalui 

persamaan diferensial. Jika fenomena tersebut melibatkan beberapa variabel, baik berupa 
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besaran pokok ataupun besaran turunan, maka persamaan diferensial yang terkait akan 

berbentuk persamaan diferensial parsial. Persamaan diferensial terkait tersebut kadang-

kadang akan lebih mudah dicari solusinya jika kita menyatakan dalam bentuk variabel-

variabel baru yang merupakan fungsi dari variabel lama.  

 Untuk jelasnya, tinjau sebagai contoh persamaan gelombang berikut: 

   2

2

22

2 1
tvx ∂

Ψ∂
=

∂

Ψ∂  (55) 

dengan Ψ  menyatakan fungsi gelombang dan v  merupakan laju perambatan gelombang. 

Dalam pengalaman sehari-hari, kita sering menjumpai gundukan air yang merambat di 

dalam kolam atau perambatan gelombang air laut di pantai. Secara ideal, kesemuanya 

dapat dihampiri oleh persamaan (55) di atas. 

 Persamaan gelombang (55) memiliki solusi yang dapat menggambarkan 

perambatan dua gelombang yang saling berlawanan arah, oleh karena itu untuk 

menggambarkannya kita dapat mendefinisikan variabel baru berikut: 

   vtxr +=  (56a) 

   vtxs −=  (56b) 

Sekarag kita misalkan ( )sr,Ψ=Ψ , dengan ( )txrr ,=  dan ( )txss ,=  seperti yang 

diberikan oleh persamaan (56). Diferensial total Ψ , r  dan s  adalah: 

   ds
s

dr
r

d
∂
Ψ∂

+
∂
Ψ∂

=Ψ  (57a) 

   dt
t
rdx

x
rdr

∂
∂

+
∂
∂

=  (57b) 

   dt
t
sdx

x
sds

∂
∂

+
∂
∂

=  (57c) 

Dari ketiga diferensial total kita dapatkan: 

  dt
t
s

st
r

r
dx

x
s

sx
r

r
d 








∂
∂

∂
Ψ∂

+
∂
∂

∂
Ψ∂

+







∂
∂

∂
Ψ∂

+
∂
∂

∂
Ψ∂

=Ψ  (58) 

yang sekarang merupakan diferensial total terhadap x  dan t , sehingga dengan demikian 

kita peroleh: 

   
x
s

sx
r

rx ∂
∂

∂
Ψ∂

+
∂
∂

∂
Ψ∂

=
∂
Ψ∂  (59a) 
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t
s

st
r

rx ∂
∂

∂
Ψ∂

+
∂
∂

∂
Ψ∂

=
∂
Ψ∂  (59b) 

Berdasarkan persamaan (56):  

   1=
∂
∂
x
r ,  v

t
r
=

∂
∂ ,  1=

∂
∂
x
s ,  v

t
s

−=
∂
∂  (60) 

 

sehingga persamaan (59) memiliki bentuk sebagai berikut: 

   Ψ







∂
∂

+
∂
∂

=
∂
Ψ∂

srx
 (61a) 

   Ψ







∂
∂

−
∂
∂

=
∂
Ψ∂

sr
v

t
 (61b) 

 Akan berguna jika kita menyatakan operator pada persamaan (61) sebagai berikut: 

   
srx ∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂  (62a) 

   







∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

tr
v

t
 (62b) 

Untuk mencari turunan parsial kedua dari fungsi Ψ  terhadap x  dan t , kita dapat 

menggunakan penulisan operator pada persamaan (62) sebagai berikut: 

  2

22

2

2

2

2
2

ssrrsrsrxxx ∂

Ψ∂
+

∂∂
Ψ∂

+
∂

Ψ∂
=








∂
Ψ∂

+
∂
Ψ∂









∂
∂

+
∂
∂

=






∂
Ψ∂

∂
∂

=
∂

Ψ∂  (63a) 

 










∂

Ψ∂
+

∂∂
Ψ∂

−
∂

Ψ∂
=








∂
Ψ∂

−
∂
Ψ∂









∂
∂

−
∂
∂

=






∂
Ψ∂

∂
∂

=
∂

Ψ∂
2

22

2

2
22

2

2
2

ssrr
v

srsr
v

ttt
 (63b) 

Selanjutnya substitusikan persamaan (63) ke dalam persamaan gelombang (55) diperoleh 

bentuk persamaan diferensial untuk gelombang dalam variabel r  dan s  sebagai berikut: 

   0
2

=
∂∂
Ψ∂
sr

 (64) 

Persamaan gelombang (64) jelas lebih sederhana dari persamaan (55). Pemecahan dari 

persamaan (64) tersebut dapat dituliskan sebagai berikut: 

   ( ) ( )
321321

s
vtx

r
vtx −Ψ++Ψ=Ψ +−  (65) 
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yang tidak lain menggambarkan gelombang yang merambat ke arah x  negatif (diwakili 

oleh fungsi −Ψ ) dan gelombang yang merambat ke arah x  positif (diwakili oleh fungsi 

+Ψ ). 

5.2. Hubungan Maxwell dalam Termodinamika 

    Termodinamika merupakan cabang Fisika yang paling banyak menggunakan 

perumusan turunan dan diferensial parsial. Misalnya, hukum I Termodinamika dapat 

dituliskan dalam bentuk diferensial berikut: 

   WddUQd +=  (66) 

dengan Qd  menyatakan sejumlah kecil kalor yang keluar/masuk sistem, dU  

menyatakan selisih infinitesimal energi dalam sistem dan Wd  menyatakan sejumlah 

kecil kerja yang diterima/dilakukan sistem. Perlu dicatat bahwa Qd  dan Wd  bukan 

menyatakan selisih,  sehingga operator diferensialnya dituliskan sebagai d . 

 Untuk sistem yang bersifat reversibel atau prosesnya dapat dibalik arahnya, maka 

berlaku hubungan: 

   TdSQd =  (67) 

dengan T  adalah temperatur dan dS  adalah selisih infinitesimal entropi ( )S  sistem. 

Sementara itu, sejumlah kecil usaha dapat dituliskan sebagai: 

   PdVWd =  (68) 

dengan P  adalah tekanan dan dV  adalah selisih infinitesimal volume ( )V  sistem. 

Berdasarkan hubungan pada persamaan (67) dan (68), maka persamaan (66) dapat 

dituliskan kembali sebagai: 

   PdVTdSdU −=  (69) 

Dari perumusan ini jelas terlihat bahwa energi dalam merupakan fungsi dari entropi dan 

volume, ( )VSUU ,= . 

 Tinjau kembali definisi diferensiasi total yang diberikan oleh persamaan (11) 

yang ditulis ulang sebagai berikut:  

   dy
y
fdx

x
fdf

xy








∂
∂

+






∂
∂

=  (71) 
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dengan 
yx

f







∂
∂ menyatakan turunan parsial f  terhadap x  dengan y  konstan dan 

xy
f








∂
∂  

menyatakan turunan parsial f  terhadap y  dengan x  konstan. Selanjutnya kita 

asumsikan bahwa kita berhubungan dengan fungsi f  yang bersifat konservatif sehingga 

memenuhi kondisi berikut: 

   
xy
f

yx
f

∂∂
∂

=
∂∂

∂ 22
 (72) 

Maka dari sini kita dapatkan diferensial total dari fungsi ( )VSUU ,=  adalah: 

   dV
V
UdS

S
UdU

SV







∂
∂

+






∂
∂

=  (72) 

Bandingkan dengan persamaan (69) kita peroleh: 

   T
S
U

V
=







∂
∂ ,     P

V
U

S
−=







∂
∂  (73) 

Selanjutnya berdasarkan kondisi (72) dan turunan parsial berikut: 

   
SV

T
SV

U
S
U

V







∂
∂

=
∂∂

∂
=







∂
∂

∂
∂ 2

 (74a) 

   
VS

P
VS

U
V
U

S







∂
∂

−=
∂∂

∂
=







∂
∂

∂
∂ 2

 (74b) 

diperoleh hubungan berikut: 

   
VS S

P
V
T








∂
∂

−=






∂
∂  (75) 

yang dikenal sebagai salah satu dari empat buah “Hubungan Maxwell” (Maxwell 

Relations) dalam Termodinamika. Pada hubungan ini diperlihatkan bahwa pada proses 

reversibel, perubahan temperatur terhadap volume pada entropi tetap sama dengan 

negatif perubahan tekanan terhadap entropi pada volume tetap. 
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BAB 5 

TEKNIK INTEGRASI DAN INTEGRAL LIPAT 
 
 

1. Pendahuluan 

 Jika pada bab 4 kita telah mendiskusikan konsep turunan dari sebuah fungsi 

dimana dxdAA =′  merupakan fungsi turunan dari A , maka pada bab ini kita akan 

mendiskusikan bagaimana cara untuk memperoleh kembali fungsi A  tersebut jika yang 

kita ketahui adalah fungsi turunannya, yakni A′ . Proses untuk memperoleh kembali 

fungsi tersebut dinamakan proses integrasi, dan fungsi A  dinamakan integral dari fungsi 

A′  dan secara simbolik matematik dituliskan sebagai: 

  ( ) ( )∫ ′= dxxAxA  (1) 

 Seperti halnya konsep mengenai turunan dan diferensiasi, konsep integral di 

dalam Fisika juga memegang peranan yang sangat penting. Sebagai contoh sederhana 

dalam Fisika Dasar kita telah mempelajari bahwa besaran kecepatan merupakan turunan 

dari fungsi posisi terhadap waktu. Jika yang kita miliki adalah informasi mengenai 

kecepatan setiap saat dari suatu benda, maka untuk memperoleh informasi mengenai 

posisi benda tersebut setiap saat kita dapat lakukan dengan mengintegralkan fungsi 

kecepatan tersebut terhadap waktu. Masih banyak lagi kegunaan dari perumusan integral 

ini, antara lain misalnya untuk mengukur volume/luas permukaan dari suatu benda yang 

diketahui fungsi proyeksinya pada suatu bidang dua dimensi atau untuk menentukan 

momen inersia suatu benda yang berputar pada sumbu tertentu. 

2. Definisi Integral 

 Seperti yang telah disinggung pada bagian pendahuluan di atas, secara sederhana 

konsep integral pada dasarnya merupakan konsep anti-turunan, dimana ia merupakan 

proses kebalikan dari proses penurunan suatu fungsi. Secara geometri, kita dapat 

memahami konsep ini sebagaimana yang diilustrasikan dalam Gambar 1. Misalkan kita 

memiliki suatu kurva, sebut saja A′ , maka berdasarkan definisi diferensiasi: 

  dxAdA ′=  (2) 

yang dapat kita tuliskan kembali dalam bentuk sebagai berikut: 

  ( ) ( ) ( ) iiii xxAxAxA ∆′=−+1  (3) 
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atau 

  ( ) ( ) ( )iiii xAxxAxA +∆′=+1  (4) 

dengan ( ) iiii dxxxx ≡→−=→∆ + 0lim0lim 1 . Terlihat dari persamaan (4) kita dapat 

menentukan nilai dari fungsi A  pada titik 1+ix  berdasarkan pengetahuan kita tentang 

nilai fungsi tersebut di titik ix  beserta nilai turunannya. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Sedangkan berdasarkan Gambar 1(b), kita dapat menyimpulkan bahwa ruas kanan 

persamaan (3) tidak lain adalah luas bidang persegi yang diarsir, dan dari Gambar 1(b) 

kita dapat menentukan nilai fungsi A  di titik Nx  atau ( )NxA  dengan menjumlahkan 

bidang-bidang persegi serupa dari ix  hingga Nx  sebagai berikut: 

  ( ) ( ) ( )i

N

im
mmxN xAxxAxA

m
+∆′= ∑

=
→∆ 0lim  (5) 

 Misalkan kita mengganti simbol ai xx →  dan bN xx →  dan ( ) ( )xaxA →′ , 

persamaan (5) dapat dituliskan dalam bentuk integral sebagaimana yang diperkenalkan 

pada persamaan (1) menjadi (teorema fundamental kalkulus):  

  ( ) ( ) ( ) ( ) b

a

b

a

x
x

x

x
ab xAdxxaxAxA ==− ∫  (6) 

Simbol ∫ pada persamaan (6) merupakan simbol integral yang menyatakan 

penjumlahan secara kontinu dan fungsi ( )xa  dinamakan sebagai fungsi integran.  

( )xA′  

x

(a) 

ix  1+ix  

iii xxx −=∆ +1  ( )ixA′  

( )xA′  

x

(b) 

ix  Nx  

( )ixA′  

( )NxA′  

Gambar 1 



 85

 Bentuk integral pada ruas kanan persamaan (6) disebut sebagai bentuk integral 

tertentu, karena menyertakan batas-batas integralnya yakni dari ax  hingga bx . Jika 

dalam pengintegralan tersebut kita tidak menyertakan batas-batasnya, maka disebut 

sebagai integral tak-tentu seperti yang dicontohkan pada persamaan (1). Jelas, bahwa 

untuk mencari integral tertentu dari suatu fungsi dapat dilakukan melalui dua tahapan 

yaitu pertama dengan mencari bentuk integral tak-tentu fungsi tersebut dan yang kedua 

memberi batas-batas integrasi dari fungsi hasil integral tak-tentu tersebut. Hal penting 

yang patut dicatat disini adalah, bahwa hasil pengintegralan fungsi ( )xa  dari ax  hingga 

bx  tidak lain merupakan luas di bawah kurva fungsi tersebut dengan batas ax  dan bx . 

3. Teknik Pengintegralan   

 Pada prinsipnya, tidak ada prosedur umum yang dapat digunakan untuk mencari 

hasil pengintegralan tak-tentu dari suatu fungsi. Untuk memperoleh hasil integral dari 

suatu yang relatif kompleks, seringkali kita membutuhkan pengetahuan akan hasil 

integral dari beberapa fungsi sederhana yang antara lain diberikan sebagai berikut 

(buktikan): 

  








=

≠
+=

+

∫
1,ln

1,
1

1

pxA

px
p

A

dxAx
p

p  (7a) 

  ( ) ( )Ax
A

dxAx cos1sin −=∫ ,      ( ) ( )Ax
A

dxAx sin1cos∫ =  (7b) 

  ∫ = BxBx e
B
AdxAe  (7c) 

dan masih banyak lagi integral fungsi-fungsi sederhana lainnya dan untuk memperhemat 

ruang silahkan pembaca mempelajarinya pada tabel integral di buku-buku teks Kalkulus. 

Berbasiskan integral fungsi-fungsi sederhana tersebut, dapat dikembang dua teknik 

pengintegralan yang lazim digunakan yang akan dibahas pada pasal-pasal berikut ini. 

3.1. Teknik Penggantian Variabel 

 Pada teknik ini, yang kita lakukan adalah melakukan penggantian variabel-

variabel pada fungsi inetgran dengan variabel lain yang merupakan fungsi dari variabel 

lama, sehingga dalam bentuk variabel baru tersebut fungsi integrannya berada dalam 
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bentuk yang sudah kita kenali sebelumnya. Misalkan fungsi yang akan diintegralkan 

adalah  

  ( )dxxf∫  (8) 

selanjutnya kita perkenalkan suatu variabel baru u  yang merupakan fungsi dari x  atau 

( )xuu =  dan  

  ( ) ( )[ ]xufxf →  (9) 

Diferensiasi total fungsi u  tersebut diberikan oleh ( )dxxudu ′=  dimana ( ) dxduxu =′ , 

sehingga  

  ( )xu
dudx
′

=  (10) 

Dari sini kita peroleh integral (8) menjadi: 

  ( )[ ]
( )∫ ′

du
xu
xuf  (11) 

dimana bentuk fungsi integran ( )[ ] ( )xuxuf ′  memiliki hasil integral yang sudah dikenali.  

 Contoh 5.1. Tentukan ∫ − dxxx 12 . Misalkan 12 −= xu  maka xdxdu 2= . 

Berdasarkan pemilihan tersebut 1+= ux  dan 
12 +

=
u
dudx  dan dengan demikian kita 

dapatkan ( ) 232232 1
3
2

3
2

12
11 −===
+

+
=− ∫∫∫ xuduudu

u
uudxxx .   

 Contoh 5.2. Tentukan ∫ dxxx 2sin . Misalkan 2xu =  maka xdxdu 2= . Dari sini 

terlihat bentuk integral tersebut berubah menjadi uudu cos
2
1sin

2
1

−=∫ . Sehingga 

dengan demikian diperoleh 22 cos
2
1sin xdxxx −=∫ .   

 Contoh 5.3. Tentukan ∫ − xx
dx . Misalkan xu = , maka xu =2  dan dxudu =2 . 

Sehingga ∫∫∫ −
=

−
=

− 1
22

2 u
du

uu
udu

xx
dx . Selanjutnya misalkan kembali 1−= uw  dan 

dudw = . Maka ∫∫ ==
−

w
w
dw

u
du ln22

1
2  dan dengan demikian ( )1ln2 −=

−∫ x
xx

dx .  
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3.2. Teknik Integral per Bagian 

 Misalkan kita memiliki dua buah fungsi ( )xuu =  dan ( )xvv = , maka berlaku 

turunan berantai berikut: 

  ( )
dx
duv

dx
dvu

dx
uvd

+=  (12) 

atau 

  ( )
dx
duv

dx
uvd

dx
dvu −=  (13) 

Jika kedua ruas pada persamaan (14) kita integrasikan terhadap x  diperoleh: 

  ( )
∫∫∫ −= dx

dx
duvdx

dx
uvddx

dx
dvu  (14) 

Karena dx
dx
dudu =  dan dx

dx
dvdv = , maka: 

  ∫∫ −= vduuvudv  (15) 

 Rumusan pada persamaan (15) di atas dinamakan teknik integral per bagian. 

Pada prinsipnya, yang dilakukan dalam teknik pengintegralan ini ialah memindahkan 

persoalan ∫udv  menjadi persoalan ∫ vdu  dengan asumsi bahwa integral tersebut lebih 

mudah untuk dipecahkan, dimana ∫= dvv . Langkah yang menentukan dalam penerapan 

teknik ini adalah pada saat kita memilih mana yang merupakan fungsi u  dan mana yang 

kita pilih sebagai fungsi v . 

 Untuk memperoleh integral tertentu dari persamaan (15), dapat dilakukan dengan 

menerapkan batas-batasnya sebagai berikut: 

  ∫∫ −=
b

a

b
a

b

a

vduuvudv  (16) 

 Contoh 5.4. Tentukan ∫ xdxx cos . Kita ingin menuliskan bentuk xdxx cos  

menjadi bentuk udv . Salah satu pilihan adalah xu =  dan xdxdv cos= . Sehingga 

diperoleh dxdu =  dan xxdxv sincos == ∫  dan rumusan integral per bagiannya menjadi: 

{ {{ {{∫∫ −=
du
dx

v
x

v
x

u
x

dv
xdx

u
x sinsincos 321 . Jelas terlihat bahwa xxxxdxx cossincos +=∫ . 
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 Contoh 5.5. Tentukan ∫ xdxln . Misalkan xu ln=  dan dxdv = , maka kita 

dapatkan 
x

dxdu =  dan xv = , sehingga kita dapatkan rumusan integral perbagiannya 

adalah: ∫∫ ∫ −=





−= dxxxdx

x
xxxxdx ln1lnln . Jadi xxxxdx −=∫ lnln . 

 Contoh 5.6. Tentukan ∫
2

0

sin
π

xdxe x . Terlebih dahulu kita selesaikan bentuk 

integral tak-tentu-nya. Misalkan xeu =  dengan dxedu x=  dan xdxdv sin=  dengan 

xv cos−= , sehingga kita dapatkan bentuk integral per bagiannya (i) 

∫∫ +−= xdxexexdxe xxx coscossin . Terlihat disini kita harus menyelesaikan kembali 

∫ xdxe x cos . Melalui cara yang sama di dapat: (ii)  ∫∫ −= xdxexexdxe xxx sinsincos . 

Suku kedua pada ruas kanan persamaan (ii) tidak lain adalah bentuk integral yang kita 

cari. Substitusikan persamaan (ii) ke dalam persamaan (i) diperoleh integral yang dicari: 

( )∫ −= xxexdxe xx cossin
2
1sin . Dengan memasukkan syarat batas yang dimaksud, kita 

dapatkan integral tertentunya:  ( )
2

0

2

0

cossin
2
1sin

ππ

xxexdxe xx −=∫  dengan hasil evaluasi 

jika batas-batas dimasukkan: ( ) ( )1
2
10cos0sin

2
1

2
cos

2
sin

2
1 202 +=−−






 − ππ ππ eee . 

 Dari beberapa contoh yang diberikan di atas, patut diperhatikan bahwa pemilihan 

fungsi u  dan v  sangat menentukan dalam keberhasilan kita memperoleh bentuk integral 

yang mudah dipecahkan. Hal lain yang perlu diperhatikan adalah; seringkali kita harus 

melakukan integrasi per bagian beberapa kali sebelum kita mendapatkan hasil yang 

diinginkan, seperti pada contoh 5.6.   

4. Diferensiasi Integral dan Aturan Leibniz 

 Telah kita diskusikan bahwa pada dasarnya proses pengintegralan merupakan 

proses anti-turunan. Misalkan: 

  ( ) ( )
dx

xdFxf =  (17) 
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dimana fungsi ( )xF  merupakan anti-turuna dari fungsi ( )xf , maka: 

  ( ) ( ) ( ) ( )CFxFpFdppf x
C

x

C
−==∫  (18) 

dengan C  merupakan sebuah konstanta. Jika kita turunkan kembali persamaan (18) 

terhadap x  diperoleh:  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xf
dx

xdF
dx

CdF
dx

xdFdppf
dx
d x

C
==−=∫  (19) 

dan  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xf
dx

xdF
dx

xdF
dx

CdFdppf
dx
d C

x
−=−=−=∫  (20) 

Misalkan kita melakukan pergantian ( )xux →  pada persamaan (19) dan ( )xvx →  pada 

persamaan (20) maka berdasarkan aturan rantai diperoleh: 

  ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
dx
duuf

dx
du

uf
du

udF
dx

CdF
dx

udFdppf
dx
d xu

C
==−=∫

321
 (21a) 

  ( )
( )

( ) ( ) ( )

( )

( )
dx
dvvf

dx
dv

vf
dv

vdF
dx

vdF
dx

CdFdppf
dx
d C

xv
−=−=−=∫

321
 (21b) 

Maka berdasarkan sifat pengintegralan berikut: 

  ( ) ( ) ( )∫∫∫ =+
b

a

b

C

C

a
dxxfdxxfdxxf  (22) 

penjumlahan persamaan (21a) dengan (21b) akan menghasilkan:  

 

  ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

∫∫∫ =+
xu

xv

C

xv

xu

C
dppf

dx
ddppf

dx
ddppf

dx
d  (23) 

sehingga 

  ( )
( )

( )
( ) ( )

dx
dvvf

dx
duufdppf

dx
d xu

xv
−=∫  (24) 
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 Jika fungsi integran yang kita tinjau adalah ( )pxff ,= , maka berlaku aturan 

Leibniz berikut (tanpa diberikan pembuktiannya): 

  ( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( )

∫∫ ∂
∂

+−=
xu

xv

xu

xv

dp
x
f

dx
dvvxf

dx
duuxfdppxf

dx
d ,,,  (25) 

5. Integral Lipat Dua 

 Sesuai dengan definisi integral tertentu, jika kita ingin mengetahui luas suatu 

daerah di bawah kurva, misalnya kurva xy = , maka yang kita lakukan adalah 

mengintegrasikan fungsi tersebut dalam batas-batas yang diberikan: 

  

( )222
2
1

2
1

ab

x

x

x

x

xxx

ydxA

b

a

b

a

−==

= ∫
 (26) 

dengan A  menyatakan luas yang dimaksud. Bentuk integral pada persamaan (26) dapat 

kita tuliskan kembali dalam bentuk berikut: 

  ∫ ∫=
b

a

x

x

x
dydxA

0

 (27) 

 Bentuk integral pada persamaan (27) dinamakan sebagai integral lipat, karena 

dalam mengintegrasikannya kita melakukan lebih dari satu kali integrasi. Mirip dengan 

turunan parsial, ketika kita mengintegrasikan terhadap variabel y , maka variabel x  

dianggap sebagai sebuah konstanta. Untuk mendapatkan kembali persamaan (26) dari 

persamaan (27) langkah yang dilakukan adalah dengan terlebih dahulu mengintegralkan 

terhadap y , baru kemudian terhadap x  sebagai berikut: 

  [ ] ( )22
0

0 2
1

ab

x

x

x

x

x
x

x

x
xxxdxdxydxdyA

b

a

b

a

b

a

−===











= ∫∫∫ ∫  (28) 

Harus dicatat bahwa integral lipat bukanlah anti-turunan parsial.  

 Arti geometris dari integral pada persamaan (26) dan (27) diilustrasikan pada 

Gambar 2. Terlihat pada Gambar 2(a) bahwa pada integral (26) yang dijumlahkan adalah 
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elemen luas ydx , sedangkan pada integral (27) yang dijumlahkan adalah elemen luas 

dydx  (Gambar 2(b)).   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Secara umum, sebuah integral lipat untuk fungsi integran dengan dua variabel, 

( )yxf , , yang terdefinisi pada suatu area dengan batas-batas axx = , bxx =  dan kurva 

( )xvy =  serta ( )xuy = , memiliki bentuk sebagai berikut: 

  ( )
( )

( )
( )

( )

( )

∫ ∫∫ ∫
=

=

=

= 












=

b

a

b

a

xx

xx

xuy

xvy

x

x

xu

xv

dxdyyxfdydxyxf ,,  (29) 

Perhatikan bahwa ketika kita mengintegrasikan fungsi integran terhadap variabel y , 

maka batas-batasnya secara umum merupakan fungsi dari variabel x . Jika yang diketahui 

batas-batasnya adalah ayy = , byy = , dan kurva ( )yvx =  serta ( )yux = , maka bentuk 

integralnya menjadi: 

  ( )
( )

( )
( )

( )

( )

∫ ∫∫ ∫
=

=

=

= 












=

b

a

b

a

yy

yy

yux

yvx

y

y

yu

yv

dydxyxfdxdyyxf ,,  (30) 

 Jika ungkapan integral yang diberikan pada persamaan (6) untuk fungsi satu 

variabel ( )xa  secara geometri menyatakan luas di bawah kurva fungsi tersebut dengan 

batas [ ]ba xxx ,∈ , maka dengan mudah kita dapat melihat bahwa ungkapan integral (29) 

dengan batas-batas [ ]ba xxx ,∈  dan ( ) ( )[ ]xuxvy ,∈  atau ungkapan integral (30) dengan 

batas-batas [ ]ba yyy ,∈  dan ( ) ( )[ ]yuyvx ,∈ , tidak lain menyatakan volume di bawah 

permukaan ( )yxf ,  dan batas-batas integrasi. 

y  

dx  x

ydx  

(a) 

x  

y

dy  

dx  

dydx  

(b) 

Gambar 2 
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 Contoh 5.7. Perhatikan Gambar 3 yang nerupakan setengah lingkaran dengan jari-

jari 1 dan hitunglah luas di bawah kurva tersebut.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Elemen luas yang dilingkupi kurva tersebut adalah dydx , sementara dari persamaan 

lingkaran 122 =+ yx  kita dapatkan 21 xy −=  untuk setengah lingkaran bagian atas, 

dengan demikian integral lipat dua yang terkait adalah: ∫∫ ∫
−

=

−=

−=

=

−=
1

1

2
1

1

1

0

1
2

dxxdydx
x

x

xy

y

. 

Dari tabel integral dan menggunakan teknik integral per bagian, diperoleh (buktikan!): 

∫ 




 +−=− xxxdxx arcsin1

2
11 22 , selanjutnya dengan memasukkan nilai batas 

didapatkan: 
2

arcsin1
2
1 1

1

2 π
=





 +−

−
xxx . Silahkan bandingkan dengan rumus untuk 

luas lingkaran.  

 Contoh 5.8. Misalkan terdapat dua buah fungsi 22 2 −−= xv  dan 22 2 += xu . 

Tentukanlah luas area di antara keduanya dengan batas-batas 1=x  dan 2=x . Jelas 

terlihat bahwa uv <  untuk semua harga [ ]2,1∈x . Berdasarkan persamaan (29) bentuk 

integral lipatnya adalah: ( )[ ]∫∫ ∫∫ ∫ −−−+=













=

+

−−

=

=

+=

−−=

2

1

22
2

1

22

22

2

1

22

22

2222
2

2

2

2

dxxxdxdydxdy
x

x

x

x

xy

xy

 dan 

hasil integrasinya adalah: ( ) 36
3
1414

2

1

3
2

1

2 =





 +=+∫ xxdxx . 

x

y

11−

1

0  

Gambar 3 
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  Contoh 5.9. Tentukan volume yang berada di bawah bidang ( ) yxyxz −−= 21,  

dan di batasi oleh bidang 0=== zyx . Dari persamaan bidang tersebut, terlihat bahwa 

pada bidang 0=x  (atau bidang zy − )  persamaan garisnya adalah yz −=1 , dan pada 

bidang 0=y  (atau bidang zx − ) persamaan garisnya adalah xz 21−= , sedangkan pada 

0=z  (atau bidang yx − ) persamaan garisnya adalah xy 21−= , sehingga dengan 

demikian diperoleh volume yang dimaksud adalah sebagai berikut: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

yaitu yang berada di bawah bidang z  dan dibatasi oleh dinding-dinding bidang yx − , 

zx −  dan zy − .  

 Integral lipat dua untuk menghitung volume di bawah kurva tersebut adalah: 

( )∫ ∫∫ ∫
−=

=

−=

=

−−=
aa x xxx

x

xy

y

dydxyxdydxz
0

21

00

21

0

21  dengan batas-batas integralnya adalah 

[ ]xy 21,0 −∈  dan [ ]axx ,0∈ . Pertama kita integralkan z  terhadap y  dengan x  konstan: 

( ) dxxxdxyxyydxdyyx
aaa xx xx x

∫∫∫ ∫ 





 +−=


















 −−=












−−

−−

0

2

0

21

0

2

0

21

0 2
122

2
1221 , kemudian 

kita integralkan lagi terhadap variabel x  sehingga didaptakan bahwa volume yang dicari 

adalah:  aaa

x

xxxdxxx
a

2
1

3
2

2
122 23

0

2 +−=





 +−∫ . 

 

x  

y

z

yz −= 1  

xz 21−=  

xy 21−=  

Bidang 
yxz −−= 21  

0  

ax  

Gambar 4 
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6. Integral Lipat Tiga 

 Perluasan dari integral lipat dua ke integral lipat tiga yang melibatkan, secara 

umum, fungsi integran dengan tiga variabel ( )zyxf ,,  diberikan oleh: 

  ( )
( )

( )

( )

( )
( )

( )

( )

( )

( )
dxdydzzyxfdzdydxzyxf

b

a

b

a

xx

xx

xvy

xuy

yxtz

yxsz

x

x

xv

xu

yxt

yxs
∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫
=

=

=

=

=

=



























=

,

,

,

,

,,,,  (31) 

dimana dalam melakukannya, perlu diperhatikan bahwa fungsi pada batas integrasi harus 

sesuai dengan urutan pengintegralan terhadap variabel zyx ,,  sebagaimana dicontohkan 

oleh persamaan (29) dan (30) untuk integral lipat dua. Elemen dxdydz  dalam persamaan 

(31) menyatakan elemen volume. Serupa dengan persamaan (27) mengenai integral luas, 

maka integral lipat tiga berikut  

  
( )

( )

( )

( )

∫ ∫ ∫=
b

a

x

x

xv

xu

yxt

yxs

dzdydxV
,

,

 (32) 

tidak lain menyatakan volume dari suatu bentuk geometri sebuah permukaan tertutup. 

Sebagaimana dicontohkan pada contoh 5.9, maka bentuk integral lipat tiga bagi 

permukaan yang dimaksud berbentuk: 

  ∫ ∫ ∫
=

=

−=

=

−−=

=

=
axx

x

xy

y

yxz

z
dzdydxV

0

21

0

21

0

 (33) 

 Contoh 5.10. Tentukan ∫ ∫ ∫
+

+

2

0 1

2
6

y zy

zy
ydxdydz . Pertama kita atur terlebih dahulu 

integral tersebut menjadi: 

( )
( )
( )

44444 344444 21

4444 34444 21

4434421

3
2
1

6
2

0 1

2
dydzydx

y

y

yz

z

zyx

zyx
∫ ∫ ∫
=

=

=

=

+=

+=

































. Kita selesaikan terlebih dulu 

integral (1) terhadap variabel x : ( ) ( ) ( ) 22
2

662666 yzyyzyyxyydx zy
zy

zy

zy
=+−+== +

+

+

+
∫ . 
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emudian (2) terhadap variabel z : ( ) ( ) ( ) 2322
1

2

1

2 6616666 yyyyyzydzy y
y

−=−==∫  dan 

akhirnya (3) terhadap variabel y :  ( ) 816242
2
366

2

0

34
2

0

23 =−=





 −=−∫ yydyyy . 

 Contoh 5.11. Tentukan volume kerucut 222 yxz +=  dengan tinggi h  seperti 

yang diilustrasikan dalam Gambar 5(a) berikut: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Kerucut tersebut dibatasi oleh kurva lingkaran 22 yxz +±=  pada bidang yx − , 

dimana tanda positif menyatakan setengah lingkaran bagian atas dan tanda negatif untuk 

setengah lingkaran bagian atas. Pertama kita tinjau integral luas lingkaran pada bidang 

yx −  dengan elemen luas dydx , seperti pada contoh 5.7: ( ) ∫ ∫
=

−=

−=

−−=

=
zx

zx

xzy

xzy

dydxzA
22

22

 yang 

tidak lain merupakan luas lingkaran di setiap z . Perhatikan bahwa batas-batas integrasi 

terhadap variabel x  adalah zx −=  sampai z , yang tidak lain adalah garis proyeksi pada 

bidang zx − . Selanjutnya, volume yang terkait adalah ( )∫
=

=

=
hz

z

dzzAV
0

 sehingga integral 

lipat tiganya adalah: ∫ ∫∫ ∫ ∫
−−

−

−−

−=
h z

z

h z

z

xz

xz

dxdzxzdydxdz
0

22

0

2
22

22

. Berdasarkan hasil pada 

x

y  

( )zA  x  

y  
zh  

( )zA  
zx =

zx −=

(a) (b) 

Gambar 5 
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contoh 5.7: 
( ) ( )zAz

z
x

z
zxx

zdxxz
z

z

z

z

==















+

−
=−

−−
∫ 2222 arcsin

2
1

2
1

22 π . Dengan 

demikian volume kerucut tersebut adalah: 3

0

2
3
1 hdzz

h
ππ =∫ . 

 Menarik untuk dicatat bahwa pada contoh 5.11 di atas, luas ( ) 2zzA π=  tidak lain 

merupakan merupakan luas lingkaran dengan jari-jari z . Volume kerucut tersebut dapat 

dipandang pula sebagai hasil putaran garis zx =  terhadap sumbu z  seperti yang 

diilustrasikan pada Gambar 6. Lingkaran pada Gambar 6 memiliki jari-jari x , sehingga 

luasnya adalah 2xπ . Volume kerucut dapat diperoleh dengan menjumlahkan 

(mengintegralkan) seluruh lingkaran dari 0=z  sampai h  atau ∫
h

dzx
0

2π  dan karena 

zx = , maka  3

0

2
3
1 hdzzV

h
ππ == ∫  sama seperti yang diperoleh pada contoh 5.11.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Secara umum, jika kita ingin mencari volume geometri yang merupakan hasil 

perputaran sebuah kurva garis ( )xf  misalnya, terhadap sumbu x , maka kita cukup 

melakukan integrasi berikut: 

  ( )∫
=

=

=
b

a

xx

xx

dxxfV 2π  (34) 

dimana 2fπ  merupakan luas lingkaran hasil putaran fungsi f  terhadap sumbu x .  

x

z

Gambar 6 
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Dengan prinsip yang sama, kita dapat pula mencari luas permukaan geometri hasil 

putaran tersebut melalui integral berikut: 

  ( )∫
=

=

=
b

a

xx

xx

dxxfA π2  (35) 

dimana fπ2  adalah keliling lingkaran dengan jari-jari f . 

 Contoh 5.12. Tentukan volume dan luas permukaan benda yang merupakan hasil 

putaran fungsi ( ) 2xxf =  terhadap sumbu x  dari 0=x  sampai h . 5

0

4
5

hdxxV
h ππ == ∫  

dan 3

0

2
3

22 hdxxA
h ππ == ∫ .  

7. Transformasi Variabel Integral 

 Dalam prakteknya, kita seringkali akan menemui kesulitan dalam melakukan 

integrasi dalam sistem koordinat siku kartesis ( )zyx ,,  jika geometri benda yang kita 

tinjau tidak relatif sederhana. Untuk mengatasinya, kita dapat mentransformasikan bentuk 

integral terkait ke dalam sistem koordinat tertentu seperti misalnya koordinat polar untuk 

kasus dua integral lipat dua, dan silinder atau bola untuk integral lipat tiga atau ke dalam 

sistem koordinat lainnya sesuai dengan bentuk bentuk geometri yang kita tinjau. Sebelum 

kita membahas perubahan variabel pada integral lipat, ada baiknya kita membahas 

terlebih dulu elemen luas sistem koordinat polar serta elemen volume koordinat silinder 

dan bola. 

7.1. Elemen Luas  koordinat Polar 

 Koordinat polar dinyatakan dalam notasi ( )θ,r  dengan r  adalah jari-jari titik 

yang ditinjau dan θ  adalah sudut terhadap sumbu tetap tertentu. Hubungan antara 

koordinat polar dengan koordinat kartesis diberikan oleh transformasi: 

  θcosrx =  (36a) 

  θsinry =  (36b) 

dengan [ ]∞∈ ,0r  dan [ ]πθ 2,0∈ . Berdasarkan Gambar 7, jika elemen luas yang dimiliki 

oleh koordinat kartesis adalah dxdydA = , maka dalam koordinat polar diberikan oleh: 
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  drrddA θ=  (37) 

     

 

 

 

 

 

 

 

Berbeda dengan elemen luas dalam koordinat kartesis, maka pada koordinat polar kita 

memiliki tambahan suku yakni ” r ” dalam ungkapan dA  pada persamaan (37) dan bukan 

hanya sekedar drdθ . 

 Misalkan kita memiliki sebuah bentuk integral dengan fungsi integran dengan dua 

variabel ( )yxf , , maka bentuk tersebut akan bertransformasi ke dalam sistem koordinat 

polar menjadi: 

  ( )
( )

( )
( )
∫∫∫∫ →
θ

θθ
,,

,,
rAyxA

drdrrfdxdyyxf  (38) 

Dengan batas-batas integrasi ( )yxA ,  yang menandakan integrasi dilakukan diseluruh 

permukaan, berubah menjadi ( )θ,rA .   

7.2. Elemen Volume Koordinat Silinder 

 Dalam sistem koordinat silinder, posisi sebuah titik didalamnya ditentukan oleh 

notasi ( )z,,φρ  dan hubungannya dengan koordinat kartesis ( )zyx ,,  adalah: 

  φρ cos=x  (39a) 

  φρ sin=y  (39b) 

  zz =  (39c) 

Dengan dengan [ )∞∈ ,0ρ , [ ]πφ 2,0∈  dan ( )∞∞−∈ ,z . Jika elemen volume dalam 

koordinat kartesis diberikan oleh dxdydzdV = , maka dalam koordinat silinder, 

sebagaimana yang dilustrasikan dalam Gambar 8, diberikan oleh: 

  dzdddV ρφρ=  (40) 

θrd  

x

y

θd  dA  

Gambar 7 



 99

 

 

 

 

 

 

 

 

 Kembali dalam koordinat silinder kita memiliki tambahan suku yakni ” ρ ” dalam 

ungkapan dV  pada persamaan (39). 

 Sekarang kita tinjau bentuk integral dengan fungsi integran dengan tiga variabel 

( )zyxf ,, , dalam sistem koordinat silinder bentuk integralnya akan bertransformasi 

sedemikian rupa menjadi: 

  ( )
( )

( )
( )
∫∫∫∫∫∫ →

zVzyxV

dzddzfdxdydzzyxf
,,,,

,,,,
φρ

ρφρφρ  (41) 

dimana simbol V  menandakan integrasi dilakukan diseluruh volume dan mengalami 

perubahan ( ) ( )zVzyxV ,,,, φρ→ . 

 Contoh 5.13. Nyatakan bentuk integral lipat tiga pada contoh 5.12 ke dalam 

sistem koordinat silinder. Dari persamaan untuk kerucut dan hubungan pada persamaan 

(39) didapat ( ) 22222222 sincos ρφφρ =+=→+= zyxz  atau ρ=z  untuk 0>z . 

Integral yang akan diubah adalah: 
( )
∫∫∫∫ ∫ ∫ →

=

=

=

−=

−=

−−= zV

hz

z

zx

zx

xzy

xzy

dzdddydxdz
,,0

22

22 φρ

φρρ . Kini 

permasalahannya adalah bagaimana menentukan batas-batasnya dalam koordinat 

( )z,,φρ . Karena [ ]xxx ,−∈  dan [ ]yyy ,−∈  berada dalam satu lingkaran pada bidang 

yx −  dengan jari-jari ρ  dan ρ=z , maka berdasarkan hubungan (39) terlihat bahwa 

[ ]z=∈ ρρ ,0 , [ ]πφ 2,0∈  dan [ ]hz ,0∈  sehingga dengan demikian kita dapatkan 

integralnya adalah: 3

0

2

0 00 0

2

0 3
12 hdzzdzddzdd

hh zhz

z

z
ππρρπρφρ

ρ

ρ

πφ

φ

=== ∫∫ ∫∫ ∫ ∫
=

=

=

=

=

=

. 

Gambar 8 

dz  

φρ d  ρd  

x  
y

z

φ  
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7.3. Elemen Volume Koordinat Bola 

 Dalam sistem koordinat bola, posisi sebuah titik didalamnya ditentukan oleh 

notasi ( )φθ ,,r  dan hubungannya dengan koordinat kartesis ( )zyx ,,  adalah: 

  φθ coscosrx =  (42a) 

  φθ sincosry =  (42b) 

  θsinrz =  (42c) 

dengan  [ )∞∈ ,0r , [ ]πθ ,0∈  dan [ ]πφ 2,0∈ . Elemen volume dalam koordinat bola pada 

Gambar 9 adalah:  

  φθθ dddrrdV sin2=  (43) 

dengan suku tambahan θsin2r  pada ungkapan dV . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Serupa dengan ungkapan (41), maka bentuk integral lipat tiga pada sistem 

koordinat ( )zyx ,, , di dalam koordinat bola akan berubah menjadi:  

  ( )
( )

( )
( )
∫∫∫∫∫∫ →

θφ

φθθθφ
,,

2

,,

sin,,,,
rVzyxV

dddrrrfdxdydzzyxf  (44) 

7.4. Jacobian 

 Misalkan kita ingin melakukan perubahan variabel dari sistem koordinat 

( )nxxx ,...,, 21  dengan elemen ”volume” ndxdxdx ...21 ke sistem koordinat ( )321 ,...,, uuu  

sehingga ( )32111 ,...,, uuuxx = , ( )32122 ,...,, uuuxx = ,..., ( )321 ,...,, uuuxx nn = , maka 

untuk memperoleh elemen ”volume” dalam sistem koordinat yang baru tersebut dapat 

Gambar 9 

x  
y

z

φ  

θ  dr  

θdr  

φθ dr sin  
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dilakukan dengan menghitung Jacobian, J , dari perubahan variabel tersebut sedemikian 

sehingga: 

  nn dududuJdxdxdx ...... 2121 →  (45) 

Jacobian J  didefinisikan sebagai determinan dari matriks berikut: 

  

n

nnn

n

n

u
x

u
x

u
x

u
x

u
x

u
x

u
x

u
x

u
x

J

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

L

MLMM

L

L

21

2

2

2

1

2

1

2

1

1

1

 (46) 

Secara simbolik Jacobian biasa pula dituliskan secara singkat dalam bentuk: 

  
( )
( )n

n
uuu
xxx

J
,...,,
,...,,

21

21
∂
∂

=  (47) 

 Secara umum, sebuah integral lipat n  dalam sistem koordinat ( )nxxx ,...,, 21   akan 

mengalami transformasi ke dalam sistem koordinat ( )321 ,...,, uuu  sebagai berikut: 

 ( ) ( )∫∫ ∫∫∫ ∫
′

→ nn
V

nn
V

dududuJuuufdxdxdxxxxf ...,...,,...,...,, 21212121 LL  (48) 

dengan batas ( )nxxxVV ,...,, 21=  dan ( )nuuuVV ,...,, 21′=′ .   

 Contoh 5.14. Tentukan Jacobian dari transformasi variabel dari koordinat 

( ) ( )θ,, ryx → . Kasus yang kita tinjau adalah untuk 2=n . Berdasarkan hubungan pada 

persamaan (36), maka didapatkan Jacobian yang dimaksud adalah: 

  ( )
( ) ( ) rr

r
r

y
r
y

x
r
x

r
yxJ =+=

−
=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

= θθ
θθ
θθ

θ

θ
θ

22 sincos
cossin
sincos

,
,  (47) 

Sehingga dengan demikian kita dapatkan elemen ”volume”nya adalah: 

  drdrdrdJdxdy θθ =→  (48) 

yang tidak lain adalah elemen luas yang telah kita peroleh di persamaan (37).  

 Sebagai latihan, pembaca dapat memperoleh kembali elemen volume untuk 

koordinat silinder dan bola dengan mencari masing-masing Jacobian.  
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8. Contoh Penerapan dalam Fisika 

 Di dalam Fisika, integral lipat dua atau tiga umumnya digunakan untuk 

menghitung, misalnya dalam mekanika, massa total suatu benda jika diketahui fungsi 

rapat massanya, titik pusat massa, momen inersia benda terhadap suatu sumbu putar. 

Penerapan lainnya adalah dalam kajian Listrik-Magnet untuk menghitung kuat medan 

atau potensial di suatu titik akibat kehadiran distribusi muatan listrik disekitarnya. 

 Sebagai contoh penerapan sederhana, kita akan tinjau persoalan penentuan massa 

total dan rapat massa dari suatu distribusi rapat muatan yang diketahui fungsinya serta 

titik pusat massa. Kita tinjau geometri kerucut yang sebelumnya telah kita bahas pada 

contoh 5.11 dan 5.13, dengan volume total benda diberikan oleh integral dalam koordinat 

silinder:   

  ∫ ∫ ∫
=

=

=

=

=

=

=
hz

z

z
dzddV

0 0

2

0

ρ

ρ

πφ

φ

ρφρ  (49) 

Misalkan fungsi rapat massa di dalam benda yang ditinjau diberikan oleh: 

   ( ) φρφρ 2sin,, =zm  (50) 

Dimana elemen massa di suatu titik dan massa total diberikan oleh: 

   ( )dVzmdM ,,φρ=  (51a) 

   ( )∫∫∫=
V

dzddzmM ρφρφρ ,,  (51b) 

Dari sini diperoleh bahwa integral lipat tiga untuk penentuan massa total benda dengan 

bentuk seperti yang diilustrasikan oleh Gambar 4 adalah: 

   ∫ ∫ ∫
=

=

=

=

=

=

=
hz

z

z
dzddM

0 0

2

0

22 sin
ρ

ρ

πφ

φ

ρφφρ  (52) 

Dengan hasil integrasinya adalah (buktikan!): 

   4
12
1 hM π=  (53) 

Untuk mengetahui proyeksi titik pusat massanya di sumbu z , kita dapat memanfaatkan 

definisi berikut: 

   ∫=
V

cm zdM
M

z 1  (54) 
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Kini tinjau integral berikut: 

  
5

0 0

2

0

22

15
1

sin

h

dzddzzdM
hz

z

z

V

π

ρφφρ
ρ

ρ

πφ

φ

=

= ∫ ∫ ∫∫
=

=

=

=

=

=
 (55) 

sehingga diperoleh: 

   hzcm 5
4

=  (56) 

Dengan cara yang sama, kita dapat pula menghitung untuk cmρ  dan cmφ  melalui 

hubungan berikut dan diperoleh: 

   hdM
Mcm 5

31
== ∫ ρρ  (57a) 

   πφφ == ∫ dM
Mcm
1  (57b) 

 Dengan demikian titik pusat massa kerucut dalam koordinat silinder berada di: 

   ( ) 





= hhzcmcmcm 5

4,,
5
3,, πφρ  (58) 

Kemudian berdasarkan hubungan (39) kita dapatkan titik tersebut dalam sistem koordinat 

kartesis sebagai berikut: 

  ( ) 





−= hhzyx cmcmcm 5

4,0,
5
3,,  (59) 
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BAB 6 

ANALISIS VEKTOR 
 
 

1. Pendahuluan 

 Pada bab 3 kita telah mempelajari tentang konsep vektor dalam ruang vektor 

berdimensi dua dan tiga beserta dengan operasi perkalian diantaranya. Pada bab ini, kita 

akan membahas perumusan mengenai sifat-sifat penerapan operator-operator diferensial 

atau integral berbentuk vektor terhadap fungsi-fungsi skalar dan vektor bervariabel 

ruang-waktu. Secara khusus, sebuah fungsi yang terdefinisi di suatu rentang tertentu 

dalam ruang-waktu dan menggambarkan keadaan suatu besaran fisis dinamakan 

”Medan”. Sebagai contoh, di sekitar lilin yang menyala kita akan merasakan hangat. 

Untuk menggambarkan rentang ruang yang terhangati tersebut kita dapat mengatakan 

bahwa di sekitar lilin tersebut terdapat medan temperatur yang secara prinsip dapat 

diwakili oleh sebuah fungsi, sebut saja ( )zyxT ,, .  

 Pengertian medan dalam Fisika mempunyai peranan penting sekali, karena 

melalui konsep medan dapat diterangkan berbagai macam gejala fisis. Melalui penerapan 

operator-operator diferensial atau integral terhadapnya, kita dapat dipelajari sifat-sifat 

besaran fisis terkait sehingga kita memperoleh gambaran yang lebih memadai tentang 

gejala yang kita pelajari. Misalkan pada kasus medan temperatur di sekitar lilin di atas, 

dengan menerapkan operator gradien, 
z

e
y

e
x

e zyx ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

≡∇
rrrr

, terhadap fungsi T , kita 

akan mengetahui pola perubahan temperatur tersebut ke arah tertentu di suatu titik. 

2. Medan dan Operator Gradien 

2.1. Medan Skalar dan Vektor 

 Sebagaimana telah disinggung di atas, medan didefinisikan sebagai fungsi ruang-

waktu yang mewakili suatu besaran fisis tertentu. Berdasarkan sifat, medan dapat 

berbentuk skalar atau vektor. Untuk medan skalar, misalkan kita lambangkan dengan 

( )zyx ,,φ  yang menyatakan medan skalar statik yang tidak bergantung dengan waktu. 

Sementara untuk medan skalar dinamik dituliskan sebagai ( )tzyx ,,,φ  yang 



 105

menggambarkan kebergantungan terhadap waktu. Contoh medan skalar adalah: medan 

temperatur, medan potensial listrik dsb. 

 Sebuah medan vektor dapat dituliskan sebagai ( )zyxA ,,
r

 untuk kasus medan 

statik atau ( )tzyxA ,,,
r

 untuk kasus medan dinamik. Berbeda dengan kasus medan skalar 

yang hanya memiliki besar, maka medan vektor juga memiliki arah dengan komponen-

komponennya: ( ) ( ) ( ) ( ) zzyyxx etzyxAetzyxAetzyxAtzyxA rrrr
,,,,,,,,,,,, ++= . Perhatikan 

bahwa masing-masing komponen juga merupakan fungsi ruang-waktu secara umum. 

Contoh besaran yang direpresentasikan oleh medan vektor adalah: medan listrik, medan 

kecepatan, medan potensial magnetik dsb. 

2.2. Operator Gradien dan Turunan Berarah 

 Misalkan kita memiliki vektor  

  zzyyxx eaeaeaa rrrr
++=  (1) 

Persamaan garis yang melewati suatu titik ( )000 ,, zyx  dan searah dengan ar  dapat 

dituliskan sebagai (buktikan!): 

  taxx x+= 0  (2a) 

  tayy y+= 0  (2b) 

  tazz z+= 0  (2c) 

dengan t  adalah variabel. Selanjutnya tinjau medan skalar ( )zyx ,,φ . Pada harga-harga di 

sepanjang garis yang diberikan oleh persamaan (2) berlaku ( ) ( )tzyx φφ =,,  yang 

merupakan fungsi bagi satu variabel t  karena ( )txx = , ( )tyy =  dan ( )tzz = . 

Selanjutnya kita tinjau turunan medan φ  terhadap t  yang dinyatakan dalam aturan rantai 

berikut: 

  

zyx a
z

a
y

a
x

dt
dz

zdt
dy

ydt
dx

xdt
d

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

φφφ

φφφφ

 (3) 

Bentuk persamaan (3) dapat dituliskan sebagai perkalian titik dua vektor berikut: 

  ( )zzyyxxzyx eaeaea
z

e
y

e
x

e
dt
d rrrrrr

++







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= •φφ  (3) 
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dan dapat dituliskan kembali dalam bentuk sederhana sebagai berikut: 

  a
dt
d rr

•∇= φφ  (4) 

Dengan ar  diberikan oleh persamaan (1) dan 

  φφ 







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇
z

e
y

e
x

e zyx
rrrr

 (5) 

didefinisikan sebagai gradien φ , yang biasa pula dituliskan sebagai φ grad . Operator:  

  
z

e
y

e
x

e zyx ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇
rrrr

 (6) 

didefinisikan sebagai operator gradien dan lazim pula disebut sebagai operator ”del” atau 

”nabla”.  

 Jika 1=ar , maka 
dt
dφ  disebut sebagai turunan berarah medan φ  ke arah ar  dan 

dengan demikian harganya dapat dihitung menurut: 

  ( )a
dt
d rrr

,cos φφφ
∇∠∇=  (7) 

Misalkan vektor ar  menyinggung permukaan =φ konstan dimana 0=∇ • ar
r
φ , sehingga 

mengimplikasikan ar
r

⊥∇φ  atau dengan kata lain gradien φ∇
r

 tegak lurus terhadap 

permukaan =φ konstan tersebut. 

 Contoh 6.1. Temperatur di suatu permukaan diberikan oleh yxT 2= , tentukan 

turunannya di titik ( )3,1 −  dalam arah zyx eeea rrrr
−+= 32 . Gradien fungsi tersebut 

diberikan oleh yxxyx exexy
z

yxe
y

yxe
x

yxeT rrrrrr 2
222

2 +=
∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

=∇ . Pada titik yang 

dimaksud gradiennya adalah: yx
y
x eeT rrr

+−=∇
−=

= 6
3

1 . Sehingga dengan demikian diperoleh 

turunan berarahnya:  ( ) ( ) 9312326 −=+−=−++−=∇ •• zyxyx eeeeeaT rrrrrrr
. 

3. Divergensi dan Rotasi 

 Jika operator gradien ∇
r

 bekerja pada sebuah medan vektor, seperti juga pada 

perkalian vektor yang telah kita bahas pada bab 3, maka kerjanya dapat melalui perkalian 

titik ataupun silang. Untuk perkalian titik, misalkan kita memiliki medan vektor 
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( )zyxA ,,
r

, maka perkalian titik operator gradien dengannya didefinisikan sebagai 

divergensi dari medan vektor A
r

 dan dituliskan sebagai: 

  

( )

z
A

y
A

x
A

eAeAeA
z

e
y

e
x

eA

zyx

zzyyxxzyx

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=

++







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇ ••
rrrrrrrr

 (8) 

Lazimnya, bentuk ( )•∇
r

 dinamakan sebagai operator divergensi dan tafsirannya akan kita 

diskusikan kemudian. 

 Untuk perkalian silang yang operator terkait dituliskan sebagai ( )×∇
r

 dan lazim 

disebut sebagai opertor rotasi atau curl. Jika dikenakan terhadap medan vektor A
r

 akan 

diperoleh: 

  

( )

zyx

zyx

xy
z

zx
y

yz
x

zzyyxxzyx

AAA
zyx

eee

y
A

x
A

e
x

A
z

A
e

z
A

y
Ae

eAeAeA
z

e
y

e
x

eA

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=









∂
∂

−
∂

∂
+








∂
∂

−
∂
∂

+







∂

∂
−

∂
∂

=

++×







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=×∇

rrr

rrr

rrrrrrrr

 (9) 

 Operator gradien dapat bekerja dua kali atau lebih untuk menghasilkan operator-

operator lain seperti: 

  2

2

2

2

2

2
2

zyx ∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=∇=∇∇ •

rrr
 (10) 

yang dinamakan operator skalar Laplacian. Misalkan φ  dan ψ  adalah medan skalar, 

sedangkan A
r

 dan B
r

 medan vektor, maka beberapa hubungan berikut berlaku: 

  0=×∇∇ • A
rrr

 (11a) 

  ( ) AAA
rrrrrrrr 2∇−∇∇=×∇×∇ •  (11b) 

  0=∇×∇ φ
rr

 (11c) 

  ( ) φψψφφψ ∇+∇=∇
rrr

 (11d) 
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  ( ) ( ) ( ) AAA
rrrrrr

••• ∇+∇=∇ φφφ  (11e) 

  ( ) ( ) ( ) AAA
rrrrrr

×∇+×∇=×∇ φφφ  (11f) 

  ( ) ( ) ( ) ABBABA
rrrrrrrrr

••• ×∇−×∇=×∇  (11g) 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )BAABBAABBA
rrrrrrrrrrrrrrr

•••• ∇+∇−∇−∇=××∇  (11h) 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ABABBABABA
rrrrrrrrrrrrrrr

∇+×∇×+∇+×∇×=∇ •••  (11i) 

  ( ) 0=∇×∇∇ • ψφ
rrr

 (11j) 

4. Integral Garis 

4.1. Definisi 

 Di dalam Fisika terdapat konsep mengenai usaha yang didefinisikan sebagai 

jumlah energi yang terlibat dalam proses perpindahan benda dalam lintasan tertentu 

akibat dikenai gaya. Secara umum, gaya yang dikenai pada benda tersebut berbeda di tiap 

titik dalam lintasan tersebut. Usaha yang dilakukan oleh gaya tersebut dapat dinyatakan 

dalam bentuk integral berikut: 

  ( )∫ •=
C

rdrFW rrr  (12) 

dengan F
r

 adalah gaya yang bekerja pada benda, rr  adalah posisi benda dan rdr  adalah 

elemen garis lintasan benda sedangkan simbol C  menyatakan bentuk lintasan yang 

dilalui benda sehingga integrasi dilakukan sepanjang lintasan tersebut. Secara umum, 

Integral (12) dikenal sebagai Integral Garis bagi medan vektor sebarang dalam lintasan 

tertentu. Dalam koordinat kartesis F
r

 dan rdr  dituliskan sebagai: 

  zzyyxx eFeFeFF rrrr
++=  (13a) 

  zyx edzedyedxrd rrrr
++=  (13b) 

sehingga: 

  ( )∫ ++=
C

zyx dzFdyFdxFW  (14) 

 Dalam pelaksanaannya, perhitungan integral garis dapat diselesaikan jika 

persamaan khusus yang menyatakan lintasan C  di atas diketahui dan akan lebih 

memudahkan jika lintasan tersebut dapat dinyatakan dalam bentuk persamaan 
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parametrik: ( )txx = , ( )tyy =  dan ( )tzz =  yang membuat dx , dy  dan dz  dapat 

dinyatakan dalam dt  sehingga integral garis terkait berubah menjadi persoalan satu 

variabel.  

 Contoh 6.2. Misalkan 22 yx

exey
A yx

+

+−
=

rr
r

. Tentukan ∫ •

C
rdA rr

 dengan C  adalah 

lintasan berbentuk setengah lingkaran berjari-jari satu dari ( )0,1−  ke ( )0,1 . Fungsi 

setengah lingkaran diberikan oleh 21 xy −= , sehingga 
21 x

xdxdy
−

−
= . Dengan 

demikian  ( ) π−=−=
−

−
=

−−−−
= ∫∫∫

−
−

−

•

1

1

1
12

1

1

222
arcsin

11
11 x

x

dxdxxxdxxrdA
C

rr
.  

 Contoh 6.3. Selesaikan persoalan pada kasus 6.2. dengan cara parametrisasi. 

Untuk memudahkan, lintasan tersebut akan diparametrisasi sehingga θcos=x , θsin=y  

dan 122 =+ yx , dimana θ  adalah parameternya dan batas-batas integrasinya adalah dari 

πθ =  sampai 0=θ . Karena θθ ddx sin−=  dan θθ ddy cos= , maka diperoleh 

( ) ( ) πθθθθθθθ

ππ

−==
+−−

= ∫∫∫ •

00

1
coscossinsin dddrdA

C

rr
. Jelas cara parametrisasi ini 

lebih memudahkan. 

4.1. Medan Konservatif dan Medan Potensial 

 Dalam melakukan integrasi garis dapat dijumpai beberapa medan gaya F
r

 yang 

jika diintegrasikan dari suatu posisi ke posisi yang lain akan menghasilkan harga yang 

tidak bergantung pada bentuk lintasan yang dilalui. Konsekuensinya, jika posisi awal dan 

akhirnya sama atau dengan kata lain lintasannya membentuk kurva tertutup maka: 

  0=∫ •

C

rdF rr
 (15) 

dimana simbol ∫ menyatakan integral garis dalam lintasan tertutup. Medan yang 

memiliki sifat seperti ini disebut sebagai medan konservatif atau medan yang bersifat 

kekal. 
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 Misalkan kita memiliki suatu fungsi skalar ( )zyxVV ,,=  sedemikian sehingga 

medan gaya dapat dinyatakan sebagai negatif grad V  atau VF ∇−=
rr

, maka: 

  dVdz
z
Vdy

y
Vdx

x
VrdVrdF =

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇=− ••
rrrr

 (16) 

Misalkan posisi awal benda berada di A  dan posisi akhirnya di B  diperoleh: 

  ( ) ( ) ( ) VBVAVdVrdrFW
B

A

B

A

∆−=−=−== ∫∫ •
rrr  (17) 

sehingga jelas jika posisi awal dan akhir sama maka 0=W . Dengan memanfaatkan 

persamaan (11c) diperoleh kondisi  

  0=×∇=∇×∇ FV
rrrr

 (18)     

Secara umum, sebuah medan vektor konservatif memiliki rotasi nol. Secara khusus, 

medan skalar V  dinamakan sebagai medan potensial skalar. 

5. Teorema Divergensi 

 Telah didefinisikan pada persamaan (8) bahwa bentuk divergensi sebuah medan 

vektor A
r

 diberikan oleh: 

  
z

A
y

A
x

A
A zyx

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=∇ •
rr

 (19) 

 Untuk mengetahui arti fisi dari ungkapan (19) ini, tinjau medan A
r

 yang bekerja 

pada elemen kotak berukuran x∆ , y∆ , z∆  dengan volume zyxV ∆∆∆=∆ , yang salah 

satu titik sudut berada di ( )zyx ,,  seperti yang diilustrasikan pada Gambar 1.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 x  

y

z
( )zzyxAz ∆+,,  

( )zyxxAx ,,∆+  

( )zyyxAy ,, ∆+  

( )zyxAz ,,  

( )zyxAy ,,  

( )zyxAx ,,  

Gambar 1 
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 Bayangkan bahwa elemen kotak ini merupakan bagian kecil dari suatu volume 

yang lebih besar. Kita anggap medan A
r

 sebagai rapat fluks persatuan luas, sehingga 

fluks inI  atau ”jumlah” medan yang memasuki kotak dalam arah ( )zyx ,,  berturut-turut 

diberikan oleh: 

  

( )
( )
( ) yxzyxAI

xzzyxAI

zyzyxAI

zzin

yyin

xxin

∆∆=

∆∆=

∆∆=

,,

,,

,,

,

,

,

 (20) 

Sementara fluks outI  yang keluar dari kotak dalam arah ( )zyx ,,  berturut-turut diberikan 

oleh: 

  

( )
( )
( ) yxzzyxAI

xzzyyxAI
zyzyxxAI

zzout

yyout

xxout

∆∆∆+=

∆∆∆+=

∆∆∆+=

,,

,,

,,

,

,

,

 (21) 

Dari sini diperoleh jumlah bersih (netto), inoutnet III −= , total: 

  

( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] yxzyxAzzyxA

xzzyxAzyyxA

zyzyxAzyxxAI

zz

yy

xxnet

∆∆−∆++

∆∆−∆++

∆∆−∆+=

,,,,                                                     

,,,,                             

,,,,

 (22) 

Kini kita tinjau fluks netto persatuan volume, 
dV
I

zyx
I netnet

z
y
x =

∆∆∆
=

→∆
→∆
→∆

0
0
0limρ : 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )






∆
−∆+

+









∆

−∆+
+







∆
−∆+

→∆

→∆

→∆

z
zyxAzzyxA

y
zyxAzyyxA

x
zyxAzyxxA

zz
z

yy
y

xx
x

,,,,lim                                                     

,,,,
lim                             

,,,,
lim

0

0

0

 

dengan dxdydzdV = , sehingga: 

  A
z

A
y

A
x

A zyx rr
•∇=

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=ρ  (23) 
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Sekarang perhatikan kembali bahwa ungkapan (22) untuk dapat dituliskan dalam bentuk 

(buktikan!):  

  ∫∫ •=
inelemenS

ininin SdAI
,

rr
 (24) 

dengan zyxin edxdyedzdxedydzSd rrrr
++=  yang menyatakan vektor satuan permukaan 

elemen kotak yang dimasuki fluks medan dan medan inA
r

 adalah medan yang terdefinisi 

pada permukaan masuk tersebut. Sedangkan untuk fluks keluar dapat dituliskan sebagai:  

  ∫∫ •=
outelemenS

outoutout SdAI
,

rr
 (25) 

dengan inout SdSd
rr

−=  yang menyatakan vektor satuan permukaan elemen kotak tempat 

fluks medan keluar dan medan outA
r

 adalah medan yang terdefinisi di permukaan keluar 

yang dimaksud. Sehingga dengan demikian secara umum dapat dituliskan fluks netto (22) 

dapat dituliskan sebagai: 

  ∫∫ •=
elemenS

net SdAI
rr

 (26) 

Dari sini dapat kita simpulkan untuk setiap elemen kotak, 

  ∫∫∫∫∫ •==
elemenelemen SV

net SdAdVI
rr

ρ  (27) 

Jika kita lakukan penjumlahan terhadap seluruh elemen volume sehingga mencakup 

seluruh volume V  geometri yang ditinjau dengan S  merupakan permukaan yang 

melingkupinya, maka diperoleh: 

  ∫∫∫∫∫ •=
SV

SdAdV
rr

ρ  (28) 

Berdasarkan hubungan (23) dapat dituliskan kembali sebagai berikut: 

  ( ) ∫∫∫∫∫ •• =∇
SV

SdAdVA
rrrr

 (29) 

 Hubungan yang diberikan pada persamaan (29) dikenal sebagai Teorema 

Divergensi yang menyatakan bahwa untuk menghitung total divergensi di seluruh titik, 

cukup dilakukan dengan menghitung jumlah fluks yang keluar dari permukaan yang 
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melingkupi volume terkait, atau sebaliknya, kita dapat menghitung total fluks yang keluar 

dengan menghitung divergensi total di tiap titik dalam volume tersebut. 

 Contoh 6.4. Misalkan medan vektor zyx ezeyexA rrrr
++=  terdefinisi pada sebuah 

silinder dengan jari-jari a  dan tinggi h . Tentukan fluks total yang keluar/masuk pada 

silinder tersebut. Dalam koordinat silinder medan vektor zezeA rrr
+= ρρ  (buktikan). Cara 

pertama: 3=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇ •
z
z

y
y

x
xA

rr
, tentukan kemudian ( )∫∫∫ •∇

silinderV

dVA
rr

. Dari diskusi pada 

bab 5, bentuk integral lipat tiga-nya adalah sebagai berikut:  ( ) hadzdd
h a

2

0 0

2

0

33 πρφρ
π

=∫ ∫ ∫ .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Cara kedua: perhatikan gambar di atas, bahwa permukaan silinder dapat dibagi menjadi 

tiga permukaan dengan masing-masing vektor normal permukaan ρφρ edzdSd rr
=1 , 

zeddSd rr
ρφρ=2  dan zeddSd rr

ρφρ−=3 . Kemudian tentukan integral permukan berikut: 

∫∫∫∫∫∫∫∫ •••• ++=
321

332211
SSSS

SdASdASdASdA
silinder

rrrrrrrr
. Berdasarkan ketiga permukaan 

tersebut diperoleh tiga integral lipat dua berikut: 

(1).  Pada permukaan 1, zezeaA rrr
+= ρ1  dengan a=ρ , sehingga integral permukaannya 

adalah: 

( ) ( ) hadzdaedzdezea
hh

z
2

0

2

0

2

0

2

0

2πφφρ
ππ

ρρ ==+ ∫ ∫∫ ∫ •
rrr  

1Sd
r

 

2Sd
r

 

3Sd
r

 

x  

y

z  
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(2).  Pada permukaan 2, zeheA rrr
+= ρρ2 , dengan hz = , sehingga integral permukaannya 

adalah:  

( ) ( ) haddheddehe
aa

zz
2

0

2

00

2

0

πρφρρφρρ
ππ

ρ ==+ ∫ ∫∫ ∫ •
rrr  

(3).  Untuk permukaan 3, pada 0=z , ρρ eA rr
=3 , dan integral permukaannya adalah:  

( ) ( ) 0
0

2

0

=∫ ∫ •

a

zedde
π

ρ ρφρρ rr  

Dengan demikian jumlah ketiganya adalah: ha23π , sama seperti hasil yang diperoleh 

dengan cara pertama, sehingga teorema divergensi (29) terbukti. 

6. Teorema Stokes 

 Misalkan kita memiliki dua buah fungsi ( )yxU ,  dan ( )yxV , . Kemudian kita 

integral garis-kan keduanya pada sebuah kurva persegi elemenC  dengan arah berlawanan 

jarum jam dalam bentuk: 

  ( ) ( )[ ]∫ +
elemenC

dyyxVdxyxU ,,  (30) 

dengan kurva elemenC  diberikan dalam Gambar 2 merupakan lintasan persegi tertutup 

adcba −−−− . Kita tinjau ruas pertama ungkapan (30): 

  ( ) ( ) ( )∫∫∫ +=
d

c

b

aC

dxdxUdxaxUdxyxU
elemen

,,,  (31) 

sebagai akibat dari lintasan dc −  berlawanan dengan ba −  maka: 

  

( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ]∫

∫∫∫

−=

−=

b

a

b

a

b

aC

dxdxUaxU

dxdxUdxaxUdxyxU
elemen

,,                  

,,,

 (32) 

Sekarang kita tinjau hubungan berikut: 

  ( ) ( )[ ]∫∫ ∫∫∫ −=
∂
∂

=
∂
∂ c

d

c

d

d

aS

dxaxUdxUdydx
y
Udydx

y
U

elemen

,,  (33) 
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Karena lintasan cd −  sama dengan lintasan ba − , maka: 

  ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]∫∫ −=−
b

a

c

d

dxaxUdxUdxaxUdxU ,,,,  (34) 

Jelas terlihat dari persamaan (31) dan (33) bahwa: 

  ( ) ∫∫∫ ∂
∂

−=
elemenelemen SC

dydx
y
UdxyxU ,  (35) 

Dengan menggunakan cara yang sama untuk fungsi ( )yxV ,  diperoleh hubungan berikut: 

  ( ) ∫∫∫ ∂
∂

=
elemenelemen SC

dxdy
x
VdyyxV ,  (36) 

Sehingga dengan demikian diperoleh hubungan berikut: 

  ( ) ( )[ ] ∫∫∫ 







∂
∂

−
∂
∂

=+
elemenelemen SC

dxdy
y
U

x
VdyyxVdxyxU ,,  (37) 

Hubungan pada persamaan (37) dikenal sebagai Teorema Green pada Bidang. 

 

 

 

 

 

 

 

 Selanjutnya kita tinjau integral garis dari sebuah medan vektor sebarang A
r

, 

∫ •

elemenC

rdA rr
 pada pada suatu elemen kurva persegi di bidang yx −  seperti yang diberikan 

pada Gambar 2, sehingga: 

 ( ) ( ) ( )∫∫∫ +=+++= ••

elemenelemenelemen C
yx

C
yxzzyyxx

C

dyAdxAedyedxeAeAeArdA rrrrrrr
 (38) 

Berdasarkan teorema Green yang diberikan pada persamaan (37) kita dapatkan: 

  ( ) ∫∫∫ 







∂
∂

−
∂

∂
=+

elemenelemen S

xy

C
yx dxdy

y
A

x
A

dyAdxA  (39) 

elemenS  

elemenC  

x

y

z
a b 

d c 

Gambar 2 
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Dapat dibuktikan bahwa ruas kanan persamaan (33) bisa dinyatakan dalam bentuk: 

  ( ) ( )∫∫∫∫∫∫ •• ×∇=×∇=







∂
∂

−
∂

∂

elemenelemenelemen S
z

S
z

S

xy SdAdxdyeAdxdy
y

A
x

A rrrrrr
 (40) 

dengan zSd
r

 adalah vektor normal bidang yx − . Dengan demikian kita peroleh: 

  ( ) ( )∫∫∫ •×∇=+
elemenelemen S

z
C

yx SdAdyAdxA
rrr

 (41) 

Jika kita melakukan penjumlahan terhadap sejumlah elemen luas yang membentuk 

sebuah permukaan sebarang S  diperoleh secara umum bentuk berikut: 

  ( )∫∫∫ •• ×∇=
SC

SdArdA
rrrrr

 (42) 

 Hubungan ini dikenal sebagai Teorema Stokes. Dalam teorema ini diperlihatkan 

bahwa untuk menghitung rotasi dari suatu medan vektor pada suatu permukaan sama saja 

dengan menghitung integral garis medan tersebut pada kurva yang melingkupi 

permukaan tersebut. 

 Contoh 6.5. Misalkan pada suatu kotak persegi sebagaimana diberikan pada 

gambar di bawah terdefinisi medan vektor zyx ezexeyA rrrr
++−= . Buktikan bahwa 

teorema stokes (42) berlaku. 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 Diperoleh: zeA rrr
2=×∇  (buktikan!) dan vektor normal permukaannya adalah 

zedxdySd rr
= , sehingga ( ) ( ) ( )( )acabdxdyedxdyeSdA

c

a

b

a

c

b

b

a
zz

S

−−===×∇ ∫ ∫∫ ∫∫∫ •• 222 rrrrr
. 

( )aa,  ( )ab,  

( )cb,  ( )ca,  

x

y  

z  

1C  

2C  

3C  

4C  
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Selanjutnya untuk ( )∫∫ +=•

C
yx

C
dyAdxArdA rr

 berdasarkan arah lintasan yang berlawanan 

arah dengan jarum jam diperoleh: 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )acab

caabacacbaba

dyadxcdybdxa

dyAdxAdyAdxAdyAdxA

a

c

a

b

c

a

b

a

C
y

C
x

C
y

C
x

C
yx

−−=

−+−−−+−−=

+−++−=

+++=+

∫∫∫∫

∫∫∫∫∫

2

4321

 

Dengan demikian terbukti bahwa teorema stokes berlaku pada kasus di atas. 

7. Contoh Penerapan dalam Fisika 

 Selain contoh penerapan integral garis dalam menghitung usaha yang dilakukan 

oleh sebuah medan gaya seperti yang telah dibahas sebelumnya pada pasal 5, maka kajian 

gejala elektromagnetik merupakan contoh cabang Fisika yang paling banyak memanfaat 

analisis vektor dalam penggambarannya. Sejak abad ke 19, telah diketahui bahwa 

persamaan yang mengendalikan dinamika elektromagnetik adalah perangkat persamaan 

Maxwell. Untuk kasus gejala elektromagnetik yang tidak bergantung terhadap waktu dan 

di posisi yang terdapat rapat muatan dan rapat arus, persamaan tersebut dituliskan sebagai 

berikut: 

  
0ε
ρ

=∇ • E
rr

 (43a) 

  0=∇ • B
rr

 (43b) 

  0=×∇ E
rr

 (43c) 

  JB
rrr

0µ=×∇  (43d) 

dimana E
r

 adalah medan listrik, B
r

 medan magnet, dan ρ  serta J
r

 berturut-turut adalah 

rapat muatan persatuan volume dan vektor rapat arus persatuan luas. 

 Integrasi persamaan (43a) terhadap seluruh volume ruang diberikan oleh: 

  ( ) ∫∫∫∫∫∫ =∇ •

VV

dVdVE ρ
ε 0

1rr
 (44) 
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Tinjau penerapan teorema divergensi pada ruas kiri persamaan (44) menghasilkan: 

  ( ) ∫∫∫∫∫ •• =∇ SdEdVE
V

rrrr
 (45) 

Dipihak lain, ruas kanan persamaan (44) tidak lain adalah: 

  
00

1
ε

ρ
ε

QdV
V

=∫∫∫  (46) 

dimana Q  adalah muatan total. Sehingga dengan demikian kita dapatkan bahwa: 

  
0ε

QSdE
S

=∫∫ •
rr

 (47) 

Karena integral pada ruas kanan persamaan (47) dapat ditafsirkan sebagai fluks total yang 

menembus permukaan S , maka kita dapat mengatakan bahwa fluks tersebut sebanding 

dengan muatan total yang dilingkupi oleh permukaan tersebut. Persamaan (47) juga 

dikenal sebagai Hukum Gauss. 

 Di pihak lain, integrasi perkalian titik antara persamaan (43d) dengan vektor 

normal dari elemen luas suatu permukaan tertutup S  diberikan oleh: 

  ( ) ∫∫∫∫ •• =×∇
SS

SdJSdB
rrrrr

0µ  (48) 

Untuk ruas kanan persamaan (48), ungkapan SdJ
rr

• , yang merupakan perkalian titik 

antara rapat arus persatuan luas dengan vektor normal permukaan, menghasilkan total 

arus yang searah dengan normal permukaan atau dISdJ =•
rr

, sehingga dengan demikian: 

  IdISdJ
SS

000 µµµ == ∫∫∫∫ •
rr

 (49) 

Kemudian berdasarkan teorema stokes, ruas kiri persamaan (48) dapat dituliskan sebagai: 

  ( ) ∫∫∫ •• =×∇
CS

rdBSdB rrrrr
 (50) 

dimana C  adalah kurva tertutup yang membatasi permukaan terbuka S . Samakan 

persamaan (49) dan (50) berdasarkan persamaan (48) diperoleh: 

  IrdB
C

0µ=∫ •
rr

 (51) 

dengan I  menyatakan total arus yang menembus permukaan yang dibatasi oleh kurva 

tertutup C .  
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 Hubungan pada persamaan (51) dikenal sebagai hukum Ampere yang dapat 

ditafsirkan sebagai berikut: misalkan kita mengetahui distribusi medan magnet di suatu 

kurva tertutup C , maka kita dapat mengetahui seberapa besar total arus yang 

menghasilkan distribusi medan magnet tersebut 
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BAB 7 

DERET FOURIER 
 
 

1. Pendahuluan 

 Dalam permasalahan Fisika, banyak gejala yang dipelajari terkait dengan 

dinamika yang berulang-ulang atau periodik, seperti getaran atau osilasi. Contoh yang 

paling sederhana adalah gerakan berulang pada gerak harmonik sederhana oleh pegas 

yang membentuk fungsi sinusoidal jika kita gambarkan hubungan antara posisi dengan 

waktu. Di pihak lain, kadang kita dihadapkan pula pada permasalahan yang terkait 

dengan struktur yang memiliki periodisitas, seperti contohnya perambatan cahaya ketika 

melalui medium berlapis-lapis yang memiliki struktur lapisan periodik. 

 Secara umum, gejala atau struktur periodik yang diamati tidak memiliki bentuk 

sesederhana fungsi sinusiodal, bahkan seringkali tidak memiliki bentuk ungkapan analitik 

yang kita kenal. Untuk menangani permasalahan yang terkait dengan sistem periodik 

tersebut, maka kita dapat menggunakan uraian deret dengan fungsi-fungsi sinusoidal 

sebagai basisnya. Jika pada bab 1 kita telah berkenalan dengan uraian Taylor yang 

menjabarkan suatu fungsi berdasarkan deret pangkat, maka pada bab ini kita akan 

membahas perumusan yang kurang lebih sama tetapi diterapkan khusus pada fungsi-

fungsi periodik yang secara umum tidak memiliki bentuk ungkapan analitik. 

2. Fungsi Periodik 

 Sebuah fungsi yang terkait dengan suatu variabel tertentu dikatakan periodik jika 

bentuknya akan kembali berulang setelah rentang tertentu. Misalkan fungsi tersebut 

merupakan fungsi dari waktu t , jika ( ) ( )nTtftf += , dimana n  adalah sebuah bilangan 

integer, maka fungsi tersebut mendefinisikan sebuah fungsi periodik dengan kuantitas T  

dinamakan periode dari fungsi tersebut. Contoh sederhana dari fungsi seperti ini adalah 

fungsi ( )tsin , dengan t  dalam radian. Telah kita ketahui akan memiliki harga yang sama 

pada π2nt +  atau ( ) ( )π2sinsin ntt += . Dalam hal ini jelas bahwa π2=T . Sekarang 

kita tinjau fungsi ( )t2sin , maka seperti yang diilustrasikan pada Gambar 1(a), jelas 

terlihat fungsi tersebut memiliki periode π=T . Sebagai contoh fungsi periodik yang 

lebih kompleks dan tidak memiliki fungsi analitik tetapi tidak berkelakuan baik dapat 
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dilihat pada Gambar 1(b). Terlihat bahwa kedua fungsi pada contoh tersebut diskontinu 

(tidak-kontinu) serta tidak memiliki turunan di titik-titik tertentu yang jumlahnya 

berhingga, sehingga dikatakan tidak berkelakuan baik. Fungsi-fungsi semacam ini 

kerapkali ditemukan pada pembahasan mengenai pengolahan sinyal dalam kajian 

gelombang.  

 

 

 

 

 

 

 

      

 

 

 

3. Deret Fourier 

 Terlihat pula dari perbandingan antara fungsi pada Gambar 1(a) dengan Gambar 

1(b) terdapat kemiripan bentuk. Berdasarkan fakta ini, maka fungsi-fungsi pada Gambar 

1(b) tersebut, yang akan diperlihatkan pada diskusi berikut, dapat didekati secara deret 

dengan memanfaatkan fungsi-fungsi sinusoidal yang berbeda periodisitas. 

3.1. Deret Fourier dengan Periodisitas π2  

 Kita tinjau terlebih dahulu fungsi ( )tf  dengan periodisitas π2=T . Serupa 

dengan uraian deret pangkat pada bab 1, kita asumsikan bahwa fungsi tersebut dapat 

diuraikan kedalam deret berikut: 

  ( ) ( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=
++=

11
0 cossin

n
n

n
n ntbntaatf  (1) 

yang selanjutnya akan kita sebut sebagai deret Fourier (baca: Fuye). Kita tinjau sekali 

lagi ilustrasi pada Gambar 2 yang merupakan bagian dari suatu fungsi periodik dalam 

rentang π−=t  sampai π . 

π  
2
π  

2
3π  π2  

T  

t

( )tsin  

(a) 

T

T

(b) 

Gambar 1 
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 Untuk mencari koefisien 0a  yang terdapat pada ungkapan deret Fourier pada 

persamaan (1), kita akan memanfaatkan beberapa integral berikut (buktikan!): 

  ( ) ( ) 0cossin =−= −
−
∫

π
π

π

π

ntdtnt  (2a) 

  ( ) ( ) 0sincos == −
−
∫

π
π

π

π

ntdtnt  (2b) 

Integralkan kedua ruas pada persamaan (1) dalam rentang yang dimaksud diperoleh: 

  ( )
{

( ) ( )∑ ∫∑ ∫∫∫
∞

= −

∞

= −−−

=

+

=

+

=

=
11

0

0

cos

0

sin

2
n

n
n

n dtntbdtntadtadttf
4342143421

π

π

π

π

π

π

π

π
π

 (3) 

sehingga diperoleh 

  ( )∫
−

=
π

ππ
dttfa

2
1

0  (4) 

 Selanjutnya, untuk menentukan koefisien-koefisien ,a  kita tinjau integral berikut: 

  ( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ]∫∫
−−

+−−=
π

π

π

π

dttnmtnmdtmtnt coscos
2
1sinsin  (5) 

Ruas kanan pada persamaan (5) diperoleh dengan memanfaatkan identitas trigonometri: 

( ) ( )[ ]BABABA +−−= coscos
2
1sinsin . Terlihat bahwa untuk nm ≠ , maka (buktikan!): 

  ( ) ( ) 0sinsin =∫
−

π

π

dtmtnt  (6) 

 

Gambar 2 

π− π
2
π  

( )tf  

t
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Sedangkan untuk nm = , maka (buktikan juga!): 

  ( ) ( ) ( )[ ] π
π

π

π

π

=−= ∫∫
−−

dttndtmtnt 2cos1
2
1sinsin  (7) 

Secara sederhana integral tersebut dapat kita tuliskan sebagai: 

  ( ) ( ) nmdtmtnt πδ
π

π

=∫
−

sinsin  (8) 

dengan nmδ  adalah delta kronecker yang telah kita bahas pada bab 3 terdahulu.  

 Selanjutnya kita tinjau integral berikut: 

  ( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ]∫∫
−−

−++=
π

π

π

π

dttnmtnmdtmtnt sinsinsincos  (9) 

Ruas kanan pada persamaan (9) diperoleh dengan memanfaatkan identitas trigonometri: 

( ) ( )[ ]BABABA −++= sinsin
2
1cossin .  

 Dengan demikian, berdasarkan integral-integral di atas, maka jika kita kalikan 

kedua ruas pada persamaan (1) dengan ( )mtsin  didapatkan: 

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )∑ ∫

∑ ∫∫∫

∞

= −

∞

= −−−

=

+

=

+

=

=

1

1
0

0

sincos                                                   

sinsin

0

sinsin

n
n

n
n

dtmtntb

nm

dtmtntadtmtadtmttf

444 3444 21

444 3444 2143421

π

π

π

π

π

π

π

π

πδ
 (10) 

Pada hasil di atas telah digunakan hubungan: m
n

nmn aa =∑
∞

=1
δ , maka diperoleh: 

  ( ) ( ) π
π

π
madtmttf =∫

−

sin  (11) 

sehingga: 

  ( ) ( )∫
−

=
π

ππ
dtmttfam sin1  (12) 
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 Dengan cara yang persis sama, tetapi dengan mengalikan kedua ruas persamaan 

(1) dengan ( )mtcos  dan kembali menggunakan identitas trigonometri yang bersesuaian, 

diperoleh untuk koefisien-koefisien b : 

  ( ) ( )∫
−

=
π

ππ
dtmttfbm cos1  (13) 

 Contoh 7.1. Tentukan deret Fourier untuk fungsi yang diberikan pada Gambar 2. 

Pertama, kita nyatakan terlebih dulu fungsi tersebut dalam bentuk berikut: 

  ( )



−

=
,21

,1
tf  

ππ
ππ
≤≤

≤≤−
t

t
2

2
 

Selanjutnya kita cari koefisien 0a  berdasarkan persamaan (4): 

  ( ) ( )
8
5

8
1

4
321

2
11

2
1

2

2

0 =−=−+= ∫∫
−

π

π

π

π ππ
dtdta  

Untuk koefisien na : 

  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]2coscos
2

3

2coscos
2

12coscos1

sin211sin11

2

2

ππ
π

ππ
π

ππ
π

ππ

π

π

π

π

nn
n

nn
n

nn
n

dtntdtntan

−=

−+−=

−+= ∫∫
−

 

Sedangkan untuk koefisien nb :  

  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]ππ
π

ππ
π

ππ
π

ππ

π

π

π

π

nn
n

nn
n

nn
n

dtntdtntbn

sin2sin3
2

1

sin2sin
2

12sinsin1

cos211cos11

2

2

+=

−++=

−+= ∫∫
−

 

Dengan demikian diperoleh deret Fourier yang dimaksud adalah: 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( )∑∑
∞

=

∞

=
++−+=

11
cossin2sin3

2
1sin2coscos

2
3

8
5

nn
ntnn

n
ntnn

n
tf ππ

π
ππ

π
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 Diberikan pada Gambar 3 plot dari deret Fourier yang diperoleh pada contoh 7.1 

sampai dengan 20=n  dengan menggunakan aplikasi MAPLE 8. Terlihat bahwa deret 

yang diplotkan memiliki kecenderungan membentuk fungsi yang dimaksud. Pembaca 

dapat meyakini diri bahwa semakin besar n  yang disertakan maka hasil yang diperoleh 

akan makin mendekati. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.2. Deret Fourier dengan Periodisitas Sebarang 

 Jika pada bagian awal pasal 3 kita membahas khusus untuk fungsi dengan 

periodisitas π2 , maka perluasan perumusan deret Fourier untuk kasus dengan 

periodisitas sebarang, sebut saja T  yang bukan dinyatakan dalam radian, dapat dilakukan 

dengan mentransformasikan argumen pada fungsi sinus cosinus yang terkait kedalam 

bentuk radian sebagai berikut: 

  
T

tt π2
→  (14) 

Sehingga kini kita peroleh untuk fungsi dengan periodisitas T : 

  ( ) ( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=
++=

11
0 2cos2sin

n
n

n
n TtnbTtnaatf ππ  (15a) 

  ( )∫
−

=
2

2
0

1 T

T

dttf
T

a  (15b) 

  ( ) ( )∫
−

=
2

2

2sin2 T

T
n dtTtntf

T
a π  (15c) 

Gambar 3 

π− π
2
π  

( )tf  
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  ( ) ( )∫
−

=
2

2

2cos2 T

T
n dtTtntf

T
b π  (15d) 

Perhatikan bahwa untuk periodisitas π2=T , ungkapan bagi deret Fourer dan masing-

masing koefisien akan kembali ke bentuk yang diberikan oleh persamaan (1), (4), (12) 

dan (13) berturut-turut.  

 Perlu dicatat Jika pembaca mengacu pada buku teks karangan Mary L. Boas, 

maka akan dijumpai bahwa ungkapan untuk uraian Fourier diberikan oleh: 

  ( ) ( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=
++=

11
0 2sin2cos

2
1

n
n

n
n TtnbTtnaatf ππ  (16) 

dengan perbedaan pada penulisan koefisien 0a  dan penempatan fungsi kosinus pada 

koefisen na  dan sinus pada koefisien nb  yang berbeda dengan penulisan yang diberikan 

pada persamaan (1). Konsekuensi dari penulisan ini adalah ungkapan bagi 0a , na  dan 

nb  diberikan oleh:  

  ( )∫
−

=
2

2
0

2 T

T

dttf
T

a  (17a) 

  ( ) ( )∫
−

=
2

2

2cos2 T

T
n dtTtntf

T
a π  (17a) 

  ( ) ( )∫
−

=
2

2

2sin2 T

T
n dtTtntf

T
b π  (17b) 

3.3. Deret Fourier Fungsi Genap dan Ganjil 

 Sebuah fungsi dikatakan sebagai fungsi genap jika memenuhi kondisi 

( ) ( )tftf =−  seperti yang diilustrasikan pada Gambar 4(a) dan dikatakan merupakan 

fungsi ganjil jika ( ) ( )tftf −=− , dengan ilustrasinya diberikan pada Gambar 4(b). 

 Untuk fungsi genap, ketika kita menghitung koefisien na  berdasarkan persamaan 

(15b) terlihat bahwa ( )tf  positif (atau dapat pula negatif) untuk seluruh selang T , 

sementara di pihak lain kita ketahui bahwa fungsi ( ) ( )TtnTtn ππ 2sin2sin −−=  
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merupakan fungsi ganjil. Konsekuensi dari keadaan ini adalah bahwa 0=na . Hal ini 

terlihat dari integral untuk memperoleh koefisien na  berikut:  

  ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ +=
−

2

0

0

2

2sin2sin2 T

T
n dtTtntfdtTtntf

T
a ππ  (18) 

yang dapat dengan mudah kita lihat bahwa:  

  ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
−

−=
0

2

2

0

2sin2sin
T

T

dtTtntfdtTtntf ππ  (19)  

sehingga 0=na . 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 Sedangkan untuk koefisien nb , karena ( ) ( )TtnTtn ππ 2cos2cos −= , maka 

diperoleh kondisi berikut (buktikan!): 

  ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
−

=
0

2

2

0

2cos2cos
T

T

dtTtntfdtTtntf ππ  (20) 

Sehingga dengan demikian untuk koefisien nb  bagi fungsi genap adalah: 

  ( ) ( )∫=
2

0

2cos4 T

n dtTtntf
T

b π  (21) 

 Dengan cara yang sama seperti untuk fungsi genap, kita peroleh untuk fungsi 

ganjil kondisi: 

  ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
−

−=
0

2

2

0

2cos2cos
T

T

dtTtntfdtTtntf ππ  (22) 

(a) (b) 

Gambar 4 
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sehingga diperoleh 0=nb , sedangkan dari kondisi: 

  ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
−

=
0

2

2

0

2sin2sin
T

T

dtTtntfdtTtntf ππ  (23) 

diperoleh untuk koefisien na  

  ( ) ( )∫=
2

0

2sin4 T

n dtTtntf
T

a π  (24) 

3.4. Deret Fourier Kompleks 

 Selain dari uraian deret Fourier dalam basis fungsi sinus dan kosinus yang 

diberikan pada persamaan (1), kita dapat pula membentuk uraian tersebut dalam basis 

fungsi eksponensial kompleks berikut: 

  ( ) ( )∑
∞

−∞=
=

n
n Ttnictf π2exp  (25) 

Perhatikan bahwa penjumlahan dilakukan dari −∞=n  sampai ∞ . Dengan melakukan 

kembali prosedur seperti ketika memperoleh koefisien na  dan nb  pada persamaan (12) 

dan (13) berturut-turut, maka kita dapat pula menerapkannya untuk memperoleh 

koefisien nc  pada persamaan (25) di atas dengan mengalikan kedua ruas dengan 

( )imt−exp  kemudian mengintegralkannya dalam rentang 2T−  sampai 2T  sebagai 

berikut: 

 ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∫∫
∞

−∞= −−

−=−
n

T

T
n

T

T

dtTtmiTtnicdtTtmitf
2

2

2

2

2exp2exp2exp πππ  (26) 

Kita evaluasi integral pada ruas kanan persamaan (17) dengan memanfaatkan hubungan 

Euler ( ) θθθ sincosexp ii +=  sebagai berikut: 

( ) ( ) ( )[ ]

( )[ ] ( )[ ]∫∫

∫∫

−−

−−

−+−=

−=−

2

2

2

2

2

2

2

2

2sin2cos

2exp2exp2exp

T

T

T

T

T

T

T

T

dtTtmnidtTtmn

dtTtmnidtTtmiTtni

ππ

πππ

 

   (27) 
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Dari sini terlihat bahwa (buktikan!): 

  ( )[ ] nm

T

T

TdtTtmn δπ =−∫
−

2

2

2cos  (28a) 

  ( )[ ] 02sin
2

2

=−∫
−

T

T

dtTtmn π  (28b) 

Sehingga dengan demikian diperoleh bahwa persamaan (17) berubah menjadi: 

  ( ) ( )
43421

m

n
nmn

T

T
c

cTdtTtmitf ∑∫
∞

−∞=−

=− δπ
2

2

2exp  (29) 

sehingga:  

  ( ) ( )∫
−

−=
2

2

2exp1 T

T
m dtTtmitf

T
c π  (30) 

 Contoh 7.2. Nyatakan fungsi yang diberikan pada contoh 7.1 dalam uraian deret 

Fourier kompleks. Dari pernyataan fungsi tersebut dalam bentuk berikut: 

  ( )



−

=
,21

,1
tf  

ππ
ππ
≤≤

≤≤−
t

t
2

2
 

dengan π2=T , kita peroleh untuk koefisien nc  untuk 0≠n : 

  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ]πππ
π

ππ
π

ππ
π

ππ

π

π

π

π

ininin
n

inin
n

inin
n

dtintdtintcn

−−−−=

−−−−−−=

−−+−= ∫∫
−

expexp22exp3
4

1

2expexp
4

1exp2exp
2

1

exp21
2
1exp1

2
1

2

2

 

Sedangkan untuk koefisien 0c  ditentukan oleh integral:  

  ( )∫
−

=
2

2
0

1 T

T

dttf
T

c   

yang tidak lain sama dengan 0a  pada persamaan (4) atau (15a) dengan π2=T . 

Sehingga untuk kasus pada contoh ini 850 =c , sebagaimana yang diperoleh pada contoh 
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7.1. Ungkapan deret Fourier dalam basis fungsi eksponensial kompleks untuk kasus di 

atas adalah: ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )intininin
n

tf
nn

expexpexp22exp3
4

1
8
5

0,
∑
∞

≠−∞=
−−−−+= πππ

π
. 

4. Kondisi Dirichlet dan Teorema Parseval 

 Setelah kita membahas bagaimana menguraikan suatu fungsi periodik dalam deret 

Fourier, kini kita akan membahas dua kelengkapan yang dimiliki oleh deret tersebut 

yakni kondisi dirichlet yang terkait dengan konvergensi deret tersebut, dan nilai deret 

tersebut pada titik diskontinu yang terdapat pada fungsi yang ditinjau seperti dicontohkan 

pada Gambar 1(b), dan teorema Parseval yang terkait dengan harga rata-rata suatu 

periodik dalam satu periode. 

4.1. Kondisi Dirichlet 

 Misalkan sebuah fungsi periodik ( )tf  dengan periode T  yang dalam suatu selang 

antara 2T−  sampai 2T  memiliki harga yang tunggal untuk setiap titik yang bukan titik 

diskontinu dan juga memiliki titik diskontinu yang terbatas jumlahnya, serta 

  ( ) ∞<∫
−

2

2

T

T

dttf  (31) 

maka deret Fourier di titik t  tertentu akan konvergen ke nilai ( )tf  di semua titik dimana 

( )tf  kontinu. Sedangkan pada titik diskontinu, deret Fourier tersebut akan konvergen ke 

nilai tengah fungsi tersebut.  

 Kembali ke contoh 7.1, jika kita hitung integral:  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ∞<=+=+=

+=

∫∫

∫∫∫

−

−−

ππππ

π

π

π

π

π

π

π

2
22

3211
2

2

2

2

2

2

2

2

dtdt

dttfdttfdttf
T

T
 

yang terbatas nilainya. Kemudian perhatikan bahwa nilai deret tersebut untuk 9,7,5=n  

yang diberikan pada Gambar 5, menunjukkan bahwa pada titik diskontinu yakni 

,2,2 ππ−=t  dan π  deret tersebut konvergen menuju nilai tengah yakni 25.0=f . 
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Dapat disimpulkan, bahwa melalui kondisi dirichlet ini kita dapat menentukan apakah 

suatu fungsi akan memiliki deret Fourier yang konvergen atau tidak. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Contoh 7.3. Misalkan dalam suatu selang kita memiliki fungsi ( ) ttf 1=  dengan 

periode dari 0=t  sampai π2 . Tentukan apakah fungsi tersebut dapat dinyatakan dalam 

deret Fourier yang konvergen. Kita periksa: ( ) −∞==∫
π

π
2
0

2

0

ln1 tdt
t

, sehingga dengan 

demikian untuk fungsi tersebut tidak dapat dinyatakan dalam bentuk deret Fourier yang 

konvergen di setiap titik dalam selang tersebut.  

4.2. Teorema Parseval 

 Misalkan sebuah fungsi periodik ( )tf  dengan periode T  yang dalam suatu selang 

antara 2T−  sampai 2T , berdasarkan kondisi Dirichlet, dapat diuraikan ke dalam deret 

Fourier. Jika kita tinjau rata-rata dari kuadrat ( )tf  berikut:  

  ( ) ( )∫
−

=
2

2

22 1 T

T

dttf
T

tf  (32) 

maka berlaku:  

  ( ) ∑∑
∞

=

∞

=
++=

1

2

1

22
0

2

2
1

2
1

2
1

n
n

n
n baatf  (33) 

Pernyataan pada persamaan (33) dikenal sebagai teorema Parseval, yang menggambarkan 

hubungan kelengkapan antara rata-rata kuadrat fungsi ( )tf  dengan koefisien-koefisien 

pada deret Fourier bersangkutan. 

π− π
2
π  

( )tf  

t

25.0=f  

Gambar 5 
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5. Contoh Penerapan dalam Fisika 

 Konsep deret Fourier dalam Fisika secara luas digunakan pada kajian mengenai 

gejala gelombang, kuantum dan masih banyak lainnya. Dalam gelombang misalnya, 

penentuan frekuensi dari suatu sinyal suara atau cahaya, yang bukan berbentuk sinusiodal 

dengan frekuensi tunggal dilakukan dengan menjabarkan fungsi sinyal tersebut terhadap 

waktu ke dalam deret Fourier. Kita ambil contoh 7.1 kembali dengan mengandaikan 

bahwa fungsi yang diberikan pada Gambar 2 adalah intensitas suara atau ( ) ( )tItf = .  

 Tuliskan kembali deret Fourier dengan periode sebarang menjadi sebagai berikut: 

  ( ) ( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=
++=

1
,

1
,0 sincos

n
nnb

n
nna tItIItI ωω  (34) 

dengan 

  
T

n
n

πω 2
=  (35) 

merupakan frekuensi harmonik ke n− , sedangkan 0I  adalah intensitas dasar yang tidak 

bergantung dengan waktu, dan naI ,  serta nbI ,  merupakan intensitas yang terkait dengan 

harmonik ke n− . 

 Berdasarkan penulisan ini, maka hasil yang diperoleh pada contoh 7.1 tersebut 

dapat ditafsirkan bahwa frekuensi harmonik ke n−  diberikan oleh:  

  nn =ω  (36) 

karena π2=T . Sedangkan untuk intensitas dasarnya adalah: 

  
8
5

0 =I  (37) 

Sedangkan intensitas yang terkait dengan harmonik dasar ke n−  berbentuk kosinus dan 

sinus berturut-turut diberikan oleh:  

  ( ) ( )[ ]2coscos
2

3
, ππ

π
nn

n
I na −=  (36c) 

  ( ) ( )[ ]ππ
π

nn
n

I nb sin2sin3
2

1
, +=  (36d) 
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BAB 8 

PERSAMAAN DIFERENSIAL BIASA 
 
 

1. Pendahuluan 

 Hampir sebagian besar gejala yang dibahas dalam Fisika memiliki kaitan dengan 

permasalahan laju perubahan dari suatu besaran fisis tertentu. Contoh paling sederhana 

yang telah lama kita jumpai adalah laju perubahan kecepatan suatu partikel terhadap 

waktu akibat gaya yang bekerja padanya sebagaimana diatur oleh Hukum Newton ke 

dua. Secara matematik, gambaran dinamika perubahan tersebut dituang dalam bentuk 

persamaan diferensial.  

 Persamaan diferensial adalah suatu bentuk persamaan yang didalamnya 

mengandung turunan. Jika turunan yang terlibat hanya melibatkan satu buah variabel 

maka persamaan tersebut dinamakan Persamaan Diferensial Biasa (PDB) dan jika 

turunan yang terlibat adalah turunan parsial dari dua atau lebih variabel maka persamaan 

tersebut dinamakan Persamaan Diferensial Parsial (PDP). Salah satu contoh sederhana 

bagi PDB adalah: 

  y
m
k

dt
yd

−=2

2
 (1) 

yang tidak lain adalah PDB orde dua (karena orde terbesar turunannya adalah dua) bagi 

pegas dengan konstanta k  yang diturunkan dari Hukum Newton ke dua.  

 Jika kita dihadapkan pada suatu gejala fisis yang dinamikanya diberikan oleh 

suatu persamaan diferensial, seperti pada kasus dinamika pegas, maka salah satu langkah 

yang harus kita lakukan untuk memperoleh gambaran menyeluruh tentang karakteristik 

gejala tersebut adalah dengan melakukan integrasi terhadap persamaan terkait atau 

dengan kata lain kita mencari solusi (pemecahan) atas persamaan tersebut. Kembali pada 

persamaan (1) di atas, dapat ditunjukkan bahwa solusi dari PDB tersebut diberikan oleh: 

  ( ) tBtAty ωω cossin +=  (2) 

dengan mk=ω  merupakan kecepatan sudut, sedangkan A  dan B  merupakan 

konstanta sebarang yang nilainya dapat ditentukan dari kondisi awal dinamika pegas 

tersebut.   
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 Pada bab ini kita akan mengkhususkan diri pada pencarian solusi bagi sistem 

PDB, dengan menitik beratkan pada beberapa sistem PDB menggunakan metode-metode 

khusus. 

2. PDB Linier Orde Satu 

 Sebuah PDB dikatakan berorde satu jika didalamnya orde terbesar dari turunan 

yang terlibat adalah satu atau nn dxyd  dengan 1=n . Misalkan 1yy =  adalah solusi 

dari PDB yang dimaksud, demikian pula misalnya terdapat solusi lain 2yy =  yang 

memenuhi, maka jika superposisi: 21 yyy +=  juga merupakan solusi dari PDB tersebut 

dikatakan bahwa PDB tersebut adalah PDB linier. Dengan kata lain, sebuah PDB 

dikatakan linier jika berlaku prinsip superposisi, jika tidak maka dikatakan PDB tersebut 

adalah PDB tak-linier  

 Misalkan kita memiliki suatu sistem PDB linier orde satu berikut: 

  ( )yxf
dx
dy ,=  (3) 

dimana fungsi ( )yxf ,  dapat dituliskan dalam bentuk perkalian dua fungsi ( )xg  dan ( )yh  

atau: 

  ( ) ( ) ( )yhxgyxf =,  (4) 

maka PDB pada persamaan (3) dapat dituliskan kembali menjadi: 

  ( ) ( )xg
dx

yh
dy

=  (5) 

Untuk memperoleh solusi dari persamaan (5) di atas dapat dilakukan dengan 

mengintegralkan secara tak-tentu kedua ruas terhadap masing-masing variabel: 

  ( ) ( ) C
xg

dx
yh

dy
+= ∫∫  (6) 

dengan C  adalah konstanta integrasi yang dapat ditentukan dari kondisi awal. Kemudian, 

setelah kita melakukan integrasi, dapat ditentukan solusinya dalam bentuk ( )xyy = .  

 Contoh 8.1. Tentukan solusi PDB: yx
dx
dy 23= . Kita ubah bentuk tersebut 

menjadi: dxx
y

dy 23= , kemudian kita integrasikan kedua ruas terhadap masing-masing 
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variabel diperoleh: ∫ = y
y

dy ln  dan Cxdxx +=∫ 323 . Dari sini diperoleh Cxy += 3ln , 

sehingga dengan demikian solusi bagi persamaan tersebut adalah ( )3exp xAy =  dengan 

( )CA exp=  juga merupakan konstanta integrasi. 

 Berdasarkan hasil yang telah diperoleh untuk memecahkan sistem PDB orde satu 

pada persamaan (3), kita akan mempergunakannya untuk memecahkan PDB bentuk lain 

yaitu: 

  QPy
dx
dy

=+  (7) 

dengan ( )xPP =  dan ( )xQQ = . Untuk mencari solusinya, kita tinjau bentuk berikut: 

  ( )IyY exp=  (8) 

dengan y  adalah solusi PDB (7) dan  

  ∫= PdxI  (9) 

Turunkan persamaan (8) terhadap x  diperoleh: 

  ( )IPy
dx
dy

dx
dY exp






 +=  (10) 

Berdasarkan persamaan (7), persamaan (10) dapat dituliskan kembali sebagai: 

  ( )IQ
dx
dY exp=  (11) 

Terapkan kembali cara yang diberikan pada persamaan (6) diperoleh solusi bagi 

persamaan (11): 

  ( ) CdxIQY += ∫ exp  (12) 

Dari persamaan (8) didapatkan solusi untuk PDB (7): 

  ( ) ( ) CdxIQIy += ∫ expexp  (13) 

atau 

  ( ) ( ) ( )ICdxIQIy −+−= ∫ expexpexp  (14) 

 Contoh 8.2. Tentukan solusi PDB berikut: 12 =+ ydxdyx . Pertama kita ubah 

bentuk PDB tersebut menjadi: xxydxdy 12 =+ , bandingkan dengan persamaan (7) 

dapat kita identifikasi bahwa: ( ) xxP 2=  dan ( ) xxQ 1= . Diperoleh untuk ungkapan 
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untuk ( ) 2ln2 xdxxI == ∫  sehingga ( ) 2exp xI =  dan ( ) 21exp xI =− . Berdasarkan 

persamaan (14): ( ) ( ) 21exp 22 xdxxxdxIQ == ∫∫ . Dengan demikian diperoleh solusi 

untuk PDB adalah:  ( ) 2222 212 xCxCxxy +=+= . 

 Contoh 8.2. Kelajuan gerak sebuah parasut ditentukan oleh PDB berikut: 

( )tbvdtdv βexp=− , dengan b  dan β  adalah konstanta. Tentukan solusi bagi v  jika 

pada saat 0=t  parasut memiliki kelajuan awal 0v . Terlihat bahwa bP −=  sehingga 

btPdtI −== ∫  dan ( ) ( )btI mexpexp =± , sedangkan ( )tQ βexp= . Dari persamaan (14): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )btCdtbttbttv −+−= ∫ expexpexpexp β  atau ( ) ( ) ( ) ( )btCbttv expexp +−= ββ . 

Karena pada 0=t  diketahui bahwa 0vv = , maka ( ) Cbv +−= β10 , sehingga 

( )bvC −−= β10 . Dengan demikian solusi v  secara lengkap dapat dituliskan sebagai 

berikut: ( ) ( ) ( )[ ] ( )
b

btbvttv
−

−−+
=

β
ββ exp1exp 0 .   

3. PDB Tak-Linier Orde Satu dan Linierisasinya 

 Tinjau PDB orde satu berikut:  

  ( ) ( ) myxQyxP
dx
dy

=+  (15) 

dengan 1>m . PDB ini merupakan persamaan tidak linier karena superposisi dari dua 

solusi persamaan tersebut bukan merupakan solusi dari persamaan yang sama. Hal ini 

diakibatkan kehadiran suku my  pada ruas kanan persamaan (15). Secara khusus, 

persamaan diferensial (15) dikenal sebagai persamaan Bernoulli dan merupakan contoh 

bagi sebuah PDB orde satu yang tidak linier. 

 Untuk memecahkannya, dapat diperkenal transformasi variabel berikut: 

  myw −= 1  (16) 

dengan turunannya diberikan oleh: 

  ( )
dx
dyym

dx
dw m−−= 1  (17) 

Kemudian kalikan ruas kiri dan kanan persamaan (15) dengan ( ) mym −−1  diperoleh: 
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  ( ) ( ) ( ){ ( ) ( )xQm
w

yxPm

dz
dw

dx
dyym mm −=−+− −− 111 1

44 344 21
 (18) 

Sehingga dengan demikian kita dapatkan persamaan (15) dalam variabel yang baru 

menjadi: 

  ( ) ( )xQwxP
dz
dw

mm =+  (19) 

Dengan ( ) ( ) ( )xPmxPm −= 1  dan ( ) ( ) ( )xQmxQm −= 1 . Dapat dengan mudah terlihat 

bahwa persamaan (19) memiliki kemiripan bentuk dengan PDB (7), sehingga dengan 

demikian w  memiliki bentuk solusi seperti yang diberikan pada persamaan (14). 

 Proses yang ditunjukkan pada contoh di atas dinamakan proses linierisasi dari 

suatu persamaan diferensial yang tidak linier. Proses ini pada dasarnya tidak berlaku 

umum bagi semua PDB tak-linier. Tetapi, dalam beberapa kasus kita dapat mencari 

transformasi yang mengakibatkan sebuah PDB yang tidak linier disuatu ruang solusi 

menjadi bentuk linier di ruang solusi yang lain. Seperti pada persamaan Bernoulli yang 

tidak linier dalam ruang solusi y , tetapi linier dalam ruang solusi w .   

4. PDB Linier Orde Dua 

 Karena hukum fundamental gerak, yakni Hukum Newton, mengandung turunan 

ke dua terhadap waktu, maka PDB orde dua merupakan salah satu jenis persamaan 

diferensial yang paling sering muncul dalam Fisika. Dalam pasal ini, kita akan membahas 

dan membatasi diri pada kasus PDB orde dua yang linier dengan koefisien konstan. 

Secara umum PDB linier orde dua tersebut dapat dituliskan sebagai berikut: 

  ( )xfyc
dx
dyc

dx
ydc =++ 012

2

2  (18) 

Dengan 10 , cc  dan 2c  merupakan konstanta. Selanjutnya kita akan membagi 

pembahasan bentuk homogen (homogeneous) persamaan (18) yaitu dengan ( ) 0=xf  

maupun untuk kasus tak-homogen (inhomogeneous) dengan ( ) 0≠xf . 

4.1. Kasus Homogen 

 Untuk memudahkan kita dalam membahas cara untuk memperoleh solusi bagi 

PDB orde dua, kita akan memanfaatkan penulisan operator diferensial sebagai berikut: 
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dx
dD ≡  (19) 

Dengan penulisan ini, persamaan (18) untuk kasus homogen dapat dituliskan dalam 

bentuk: 

  001
2

2 =++ ycDycyDc  (20) 

Atau dapat pula dituliskan sebagai berikut: 

  ( ) 001
2

2 =++ ycDcDc  (21) 

 Operator di dalam kurung pada ruas kiri persamaan (21) memiliki bentuk yang 

mirip dengan bentuk fungsi kuadrat yang akar-akarnya dapat dicari melalui persamaan 

berikut: 

  
2

02
2
11

2
4

c
cccc

c
−±−

=±  (22) 

Berdasarkan akar-akar tersebut, kembali kita dapat tuliskan bentuk persamaan (21) 

menjadi: 

  ( )( ) 0=−− −+ ycDcD  (23) 

 Berdasarkan penulisan tersebut kini kita dapat mencari solusi dari persamaan 

tersebut secara sederhana dengan memecahkan secara bersamaan dua PDB linier orde 

satu berikut, misalkan: 

  ( ) ( )xuycD =− −  (24) 

sehingga 

  ( ) 0=− + ucD  (25) 

Solusi persamaan (25) diberikan oleh: 

  ( ) ( )xcCxu ++= exp  (26) 

Substitusikan solusi (26) ke dalam persamaan (24), kita dapatkan: 

  ( ) ( )xcCycD ++− =− exp  (27) 

Dengan +C  adalah konstanta integrasi. Persamaan (27) mirip dengan PDB (7) dimana 

−−= cP  dan xcI −−= , serta ( )xcCQ ++= exp . Dengan menggunakan persamaan (14) 

diperoleh solusi untuk persamaan (27) sebagai berikut: 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )xcCxc
cc

C

xcCdxxcxcCxcy

−−+
+−

+

−−−++−

+
−

=

+−= ∫
expexp

expexpexpexp
 (28) 

dimana −+ ≠ cc . Karena ±c  dan ±C  pada solusi (28) merupakan konstanta, maka secara 

umum solusi tersebut dapat dituliskan kembali sebagai: 

  ( ) ( )xcCxcCy −−++ += expexp  (29) 

dimana konstanta ( )−++ − ccC  dituliskan kembali sebagai +C . 

 Misalkan akar-akar ImRe iccc ±=±  merupakan bilangan kompleks, maka solusi 

(29) tersebut dapat dituliskan sebagai berikut: 

  ( ) ( ) ( )( )xicCxicCxcy ImImRe expexpexp −+= −+  (30) 

atau dalam bentuk sinus dan kosinus berdasarkan hubungan Euler:  

  ( ) ( ) ( )( )xcBxcAxcy ImImRe cossinexp +=  (31) 

dengan bilangan kompleks A  dan B  adalah konstanta yang baru. 

 Khusus untuk kasus dengan kondisi akar-akar yang sama, ccc == +− , 

persamaan (28) akan tereduksi menjadi: 

  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )cxBAx

cxBAdxcx

cxBdxcxcxAcxy

exp

expexp

expexpexpexp

+=

+=

+−=

∫
∫

 (32) 

 Sebagai catatan, pada solusi bagi PDB orde dua di atas terdapat dua buah 

konstanta integrasi sebarang yang dapat ditentukan nilainya jika diketahui kondisi solusi 

y  pada dua titik x  yang berbeda.  

 Contoh 8.3. Tinjau PDB orde dua berikut: 0123 22 =+− dxdydxyd . 

Berdasarkan hubungan (22), akar-akar persamaan tersebut adalah ( ) 321 ic ±=± . 

Sehingga dengan demikian solusi dari PDB tersebut diberikan oleh persamaan (31), 

dengan 31=rec  dan 32=imc , yaitu: ( ) ( ) ( )( )32cos32sin3exp xBxAxy += . 

 Contoh 8.4. Tinjau kembali PDB orde dua berikut: 09622 =+− dxdydxyd  

dimana pada 0=x , 0yy =  dan pada mxx = , myy = . PDB terkait memiliki akar-akar 

yang sama 3=c , sehingga dengan demikian solusinya diberikan oleh persamaan (32): 
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( ) ( )xBAxy 3exp+= . Berdasarkan kondisi pada 0=x  diperoleh By =0  dan pada 

mxx = , ( ) ( )mmm xyAxy 3exp0+=  dan diperoleh ( )( ) ( )mmmm xxxyyA 3exp3exp0−= .  

4.2. Kasus Tak-Homogen     

 Untuk kasus PDB linier orde dua yang tidak homogen dengan ( ) 0≠xf , metode 

yang relatif sama dengan yang telah kita bahas untuk memperoleh solusi (29) dapat juga 

kita gunakan, tetapi tentu saja dengan tingkat kesulitan yang berbeda. Secara fisis, suku 

( )xf  pada PDB (18) dapat dipandang sebagai suku sumber atau dapat pula ditafsirkan 

sebagai fungsi pemaksa, tergantung dari dinamika fisis terkait. 

 Kita tuliskan kembali persamaan (18) dalam notasi operator diferensial (19) 

sebagai berikut: 

  ( )( ) ( )xfycDcD =−− −+  (33) 

dengan akar-akar karakteristik ±c  diberikan oleh persamaan (22). Kita misalkan kembali 

bahwa PDB orde satu berikut berlaku: 

  ( ) ( )xuycD =− −  (34) 

sehingga 

  ( ) ( )xfucD =− +  (35) 

Berdasarkan solusi untuk PDB orde satu yang diberikan oleh persamaan (14) didapatkan 

solusi untuk PDB (35) dengan +−= cP  dan xcI +−= , serta ( )xfQ = : 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xcCdxxcxfxcxu ++++ +−= ∫ expexpexp  (36) 

Setelah langkahi ini kita lakukan dan diperoleh solusi bagi u , maka kita tinjau PDB orde 

satu (34) lalu kita terapkan cara yang persis sama dengan langkah untuk memperoleh u , 

sehingga diperoleh: 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xcCdxxcxuxcxy −−−− +−= ∫ expexpexp  (37) 

 Jadi secara garis besar terdapat dua langkah yang harus kita tempuh untuk 

memperoleh solusi y  yaitu dengan mencari terlebih dahulu fungsi u  yang memenuhi 

PDB (34) baru kemudian dicari fungsi y  terkait melalui persamaan (37). 

 Untuk menerapkan teknik pencarian solusi ini, kita akan tinjau beberapa contoh 

kasus dengan ( )xf berbentuk fungsi eksponensial dan sinusoidal berikut: 
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(1). ( ) ( )kxAxf exp=  dengan −+ ≠≠ cck  

 Berdasarkan persamaan (36) diperoleh fungsi u  terkait diberikan oleh: 

   
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )xcCkx
ck

A

xcCdxxckxAxcxu

++
+

++++

+
−

=

+−= ∫
expexp

expexpexpexp
 (38) 

 Kemudian berdasarkan persamaan (37) didapatkan untuk solusi −y nya adalah: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )
44444 344444 21

homogen PDBpersamaan  solusi

expexpexp

expexpexpexpexp

xcCxc
cc

Ckx
ckck

A

xcCdxxcxcCkx
ck

Axcxy

−−+
−+

+

−+

−−−++
+

−

+
−

+
−−

=

+−







+

−
= ∫

(39) 

 Terlihat bahwa dua suku terakhir baris ke dua persamaan (39) tidak lain adalah 

solusi PDB homogen yang telah kita bahas pada pasal 4.1, sehingga dengan 

demikian, konstanta-konstanta di dalam persamaan (39) dapat kembali dituliskan 

sebagai: 

   ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )xcCxcCkx
ckck

Axy −−++
−+

++
−−

= expexpexp  (40) 

 Pada solusi yang diberikan pada persamaan (40), terlihat bahwa parameter A  dan k  

bukanlah konstanta integrasi seperti halnya ±C . 

  Contoh 8.5. Tentukan solusi PDB berikut: ( ) ( )xyDD 2exp7542 =−+ . 

Faktorisasi PDB tersebut diperoleh: ( )( ) ( )xyDD 2exp751 =+− , dengan demikian 

dapat diidentifikasi 1=+c , 5−=−c , 2=k  dan 7=A . Berdasarkan persamaan (40) 

diperoleh solusinya adalah: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )xCxCkx

xCxCkxxy

5expexpexp

5expexpexp
5212

7

−++=

−++
+−

=

−+

−+

 

(2). ( ) ( )kxAxf exp=  dengan −+ ≠= cck  

 Pada kondisi ini, persamaan (38) akan tereduksi menjadi: 

   
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )kxCAx

kxCdxkxkxAkxxu

exp

expexpexpexp

+

+

+=

+−= ∫
 (41) 
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 sehingga diperoleh untuk solusi y  berdasarkan persamaan (37): 

   ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )xcCdxxckxCAxxcxy −−−+− +−+= ∫ expexpexpexp  (42) 

 Untuk memecahkan memperoleh bentuk eksplisit persamaan (42) kita tinjau satu 

persatu integral berikut (buktikan!): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )kx
ck
Akxx

ck
AdxxckxAxxc expexpexpexpexp 2

−−
−−

−
−

−
=−∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )kx
ck

CdxxckxCxc expexpexpexp
−

+
−+− −

=−∫  

 Sehingga dengan demikian bentuk persamaan (42) adalah: 

  ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
4444444 34444444 21

homogen PDB solusi

expexpexp 2 xcCkx
ck

ckCAkxx
ck

Axy −−
−

−+

−
+













−

−+
+

−
=  (43) 

 Kembali terlihat bahwa dua suku terakhir baris ke dua persamaan (43) tidak lain 

adalah solusi PDB homogen terkait, sehingga dengan demikian, konstanta-konstanta 

di dalam persamaan tersebut dapat kembali dituliskan sebagai: 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xcCkxCkxx
ck

Axy −−+
−

++
−

= expexpexp  (44) 

  Contoh 8.6. Tentukan solusi PDB berikut: ( ) ( )xyDD exp22 =−− . Faktorisasi 

PDB tersebut diperoleh: ( )( ) ( )xyDD exp21 =+− , dengan demikian dapat 

diidentifikasi 1==+ kc , 2−=−c  dan 1=A . Berdasarkan persamaan (44) diperoleh 

solusinya adalah: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )xCxCxx

xCxCxxxy

2expexpexp
3
1

2expexpexp
21

1

−++=

−++
+

=

−+

−+

 

(3). ( ) ( )kxAxf exp=  dengan −+ == cck  

 Pada kondisi ini, persamaan (38) akan tereduksi menjadi: 

   
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )kxCAx

kxCdxkxkxAkxxu

exp

expexpexpexp

+

+

+=

+−= ∫
 (45) 
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 sehingga diperoleh untuk solusi y  berdasarkan persamaan (37) untuk kondisi 

−+ == cck : 

  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )kxCxCxA

kxCdxCAxkx

kxCdxkxkxCAxkxxy

exp
2

expexp

expexpexpexp

2




 ++=

++=

+−+=

−+

−+

−+

∫
∫

 (46) 

 Dua suku terakhir baris ke tiga persamaan (46) juga tidak lain adalah solusi PDB 

homogen terkait. 

  Contoh 8.7. Tentukan solusi PDB berikut: ( ) ( )xyDD exp3122 =+− . Faktorisasi 

PDB tersebut diperoleh: ( )( ) ( )xyDD exp311 =−− , dengan demikian dapat 

diidentifikasi 1=== −+ kcc  dan 3=A . Berdasarkan persamaan (46) diperoleh 

solusinya adalah: 

( ) ( )xCxCxxy exp
2
3 2





 ++= −+  

(4). ( ) ( )kxAxf exp=  dengan −+ =≠ cck  

 Pada kondisi ini, persamaan (38) akan tereduksi menjadi: 

   
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )xcCkx
ck

A

xcCdxxckxAxcxu

++
+

++++

+
−

=

+−= ∫
expexp

expexpexpexp
 (47) 

 sehingga diperoleh untuk solusi y  berdasarkan persamaan (37) untuk kondisi 

−+ =≠ cck : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )xcCxCkx

ck
A

xcCdxxcxcCkx
ck

Axcxy

+−+
+

+−+++
+

+

++
−

=

+−







+

−
= ∫

expexp

expexpexpexpexp

2

 (48) 

 Suku terakhir baris ke dua persamaan (48) adalah solusi PDB homogen terkait. Dari 

solusi yang telah kita peroleh untuk fungsi sumber berbentuk eksponesial atau 

sinusoidal terlihat didalamnya selalu mengandung solusi bagi PDB homogen dengan 
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( ) 0=xf . Ambil contoh solusi yang diberikan pada persamaan (48), yang dapat 

dituliskan sebagai berikut: 

   ph yyy +=  (49) 

 dengan 

   ( ) ( )kxCxCyh exp−+ +=  (50) 

 yang tidak lain merupakan solusi PDB homogen terkait, sedangkan 

   
( )

( )kx
ck
Ay p exp2
+−

=  (51) 

 merupakan solusi khusus (particular solution) PDB tak-homogen tersebut yang 

bentuknya tergantung dari fungsi sumber ( )xf . Solusi dengan bentuk yang 

diberikan pada persamaan (49) dinamakan sebagai solusi umum dari PDB yang 

terkait. 

(5). ( ) ( )kxAxf sin=  atau ( ) ( )kxAxf cos=    

 Untuk menyelesaikan persoalan dengan fungsi sinus atau kosinus, kita dapat 

memanfaatkan hasil-hasil untuk kasus fungsi eksponen di atas. Berdasarkan 

hubungan Euler, fungsi-fungsi sinus dan kosinus tersebut dapat dinyatakan sebagai  

( ) ( ) ( )[ ]ikxAkxAxf expRecos ==  dan ( ) ( ) ( )[ ]ikxAkxAxf expImsin == . Dipihak 

lain, PDB orde dua yang kita tinjau merupakan sistem persamaan linier yang 

mengikuti prinsip superposisi, sehingga solusi ImRe iyyy +=  memenuhi: 

   ( )( ) ( ) ( )[ ]ikxAkxAycDcD expRecosRe ==−− −+  (49a) 

   ( )( ) ( ) ( )[ ]ikxAkxAycDcD expImsinIm ==−− −+  (49b) 

 Dengan demikian jelas, bahwa untuk memecahkan PDB dengan fungsi ( )xf  

berbentuk fungsi sinus atau kosinus, maka yang kita perlukan adalah memecahkan 

persoalan dengan ( ) ( )ikxAxf exp=  dengan solusi yang telah diberikan pada 

persamaan (40), (43) atau (46) sesuai dengan kondisi hubungan antara k , +c  dan −c  

yang diberikan dan dengan catatan bahwa ikk → . Solusi khusus terkait dapat 

diperoleh dengan mengambil ( )pyRe  untuk kasus ( ) ( )kxAxf cos=  dan ( )pyIm  

untuk ( ) ( )kxAxf sin=  sebagai solusi khusus terkait. 
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  Contoh 8.8.  Tentukan solusi PDB berikut: ( ) ( )xyDD sin4122 =+− . Pertama, 

kita cari dulu solusi dari persamaan ( ) ( )ixyDD exp4122 =+− . Faktorisasi 

persamaan tersebut adalah ( )( ) ( )ixyDD exp411 =−− , sehingga 1== −+ cc , ik =  

dan 4=A . Berdasarkan solusi yang diberikan pada persamaan (48) yang 

bersesuaian dengan kondisi −+ =≠ cck  diperoleh:  

( )
( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
444 3444 2143421

hp y
xCxC

y
ixi

xCxCix
ii

i

xCxCix
i

xy

expexp2

expexp
11

14

expexp
1

4

22

2

2

−+

−+

−+

++=

++
−+

+
=

++
−

=

 

 Dari sini dapat diperoleh solusi untuk PDB yang dimaksud adalah ( ) hp yyy += Im  

berikut: 

( ) ( ) ( ) ( )xCxCxxy expcos2 −+ ++=  

 Pembaca dapat dengan mudah meyakini diri bahwa solusi tersebut memenuhi PDB 

yang dimaksud. 

 Misalkan fungsi sumber yang terdapat pada sebuah PDB orde dua merupakan 

superposisi dari −N buah fungsi atau: 

  ( ) ( )∑=
N

n xfxf  (52) 

maka berdasarkan prinsip superposisi, solusi dari PDB tersebut diberikan oleh: 

  ∑+=
N

pnh yyy ,  (53) 

dengan pny ,  adalah solusi khusus terkait dengan ( )xfn . 

 Contoh 8.9. Tentukan solusi PDB berikut: ( ) ( ) ( )xxyDD sin4exp3122 +=+− . 

Berdasarkan hasil yang diperoleh pada contoh 8.7 dan 8.8 dengan jelas terlihat bahwa 

solusi PDB tersebut diberikan oleh: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xCxCxkxxxy expcos2exp
2
3 2

−+ +++=  
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5. PDB Linier Terkopel  

 Pada sistem yang didalamnya melibatkan beberapa buah sub-sistem yang saling 

berinteraksi, seperti misalnya dua massa yang terikat dengan pegas, secara umum 

dinamikanya diberikan oleh satu set persamaan diferensial yang satu sama lain saling 

terkait  atau terkopel. 

 Berikut adalah contoh sederhana PDB linier orde satu yang terkopel: 

  yx
dt
dx

+=  (54a) 

  yx
dt
dy

−=  (54b) 

Terlihat pada PDB terkopel (54), bahwa fungsi ( )tx  dan ( )ty  muncul secara simultan di 

kedua persamaan tersebut.  

 Kita tinjau sistem persamaan (54) dengan memanfaatkan operator D  pada 

persamaan (19), kemudian kita nyatakan persamaan (54) dalam bentuk matriks berikut: 

  







=
















+−
−−

0
0

11
11

y
x

D
D

 (55) 

Berdasarkan aturan Cramer yang telah kita bahas pada bab 3, kita dapatkan  bahwa kedua 

persamaan tersebut dapat di buat menjadi tidak terkopel sebagai berikut (buktikan!): 

  
10

10
11

11
+
−

=
+−
−−

D
x

D
D

 (56) 

dimana  

  ( ) xxDx
D

D
−−=

+−
−−

1
11

11 2    dan   0
10

10
=

+
−

D
 (57) 

sehingga diperoleh PDB orde dua untuk fungsi x  saja yang diberikan oleh: 

   022

2
=− x

dt
xd  (58) 

Sedangkan untuk fungsi y : 

  
01
01

11
11 −

=
+−
−− D

y
D

D
 (59) 

dimana 
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  ( ) yyDy
D

D
−−=

+−
−−

1
11

11 2     dan    0
01
01

=
−
−D

 (60) 

Sehingga diperoleh PDB orde dua untuk fungsi y  saja: 

  022

2
=− y

dt
yd  (61) 

Akar-akar karakteristik persamaan (58) dan (61) adalah 2±=±c  dan berdasarkan 

solusi yang diberikan oleh persamaan (29) untuk kasus PDB orde dua yang homogen 

diperoleh:  

  ( ) ( )2exp2exp tBtAx −+=  (62a) 

  ( ) ( )2exp2exp tDtCy −+=  (62b) 

 Terlihat pada solusi (62) terdapat empat buah parameter yang merupakan 

konstanta integrasi yaitu CBA ,,  dan D . Sementara itu, karena PDB yang kita tinjau 

berorde satu, maka seharusnya hanya terdapat dua konstanta integrasi saja yang 

merupakan parameter bebas, sedangkan dua lainnya tidak bebas. Untuk menentukan 

hubungan kedua parameter tidak bebas tersebut dengan dua konstanta lainnya, dapat kita 

lakukan dengan memasukkan kembali solusi (62) ke dalam PDB terkopel (54) sehingga 

diperoleh persamaan berikut: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2exp2exp2exp22exp2 tDBtCAtBtA −+++=−−  (63a) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2exp2exp2exp22exp2 tDBtCAtDtC −−+−=−−  (63b) 

Dengan menyamakan parameter pada suku ( )2exp t  diperoleh persamaan berikut: 

  CAA +=2  (64a) 

  CAC −=2   (64b) 

Dari sini kita peroleh: 

  ( )AC 12 −=  (65) 

Sedangkan untuk parameter pada suku ( )2exp t−  diperoleh persamaan berikut: 

  DBB +=− 2  (66a) 

  DBD −=− 2  (66b) 
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sehingga 

  ( )BD 12 +−=  (67) 

Dengan demikian kita peroleh sebagai hasil akhir solusi bagi PDB terkopel (54): 

  ( ) ( )2exp2exp tBtAx −+=  (68a) 

  ( ) ( ) ( ) ( )2exp122exp12 tBtAy −+−−=  (68b) 

 Perlu ditekankan sekali lagi bahwa sistem PDB terkopel, baik yang linier maupun 

yang tidak linier, muncul dalam problem fisis yang terkait dengan interaksi dalam suatu 

sistem.  

6. Contoh Penerapan dalam Fisika 

 Sebagai contoh kasus, kita akan membahas persamaan dinamika satu dimensi 

yang dijumpai dalam sistem partikel bermassa yang terhubung dengan pegas dan 

bergerak di dalam cairan viskos serta dipaksa oleh gaya dari luar yang bersifat sinusiodal. 

Berdasarkan Hukum Newton ke dua dinamika sistem tersebut ditentukan oleh: 

  ∑= luarF
dt

ydm 2

2
 (69) 

dimana y  adalah simpangan pegas dari titik setimbang, m  massa partikel yang 

terhubung dengan pegas dan 

  ( )tFbvkyFluar 00 cos ω+−−=∑  (70) 

dengan k  adalah konstanta pegas, dtdyv =  adalah kelajuan partikel, b  konstanta 

viskositas dan 0F  amplitudo gaya pemaksa berfrekuensi 0ω . Sehingga PDB linier orde 

dua yang terkait dengan sistem tersebut diberikan oleh: 

  ( )tFy
dt
dy

m
b

dt
yd

00
2

2

2
cos ωω =++  (71) 

dimana mk=ω  merupakan frekuensi pegas jika tidak ada gaya hambat dari cairan 

dan gaya pemaksa. 

 Akar-akar karakteristik persamaan (71) dengan memanfaatkan hubungan  (22) 

adalah: 

  2
2

22
ω−






±−=± m

b
m
bc  (72) 
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Untuk mencari solusi PDB (71) kita lakukan langkah seperti yang diterapkan pada contoh 

8.8, yakni dengan memecahkan terlebih dahulu PDB: 

  ( )tiFy
dt
dy

m
b

dt
yd

00
2

2

2
exp ωω =++  (73) 

Berdasarkan solusi (40) untuk kasus −+ ≠≠ cci 0ω , diperoleh:  

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )tcCtcC

mbmbimbmbi

tiF
ty

−−++ +

+






 −++




 −−+

=

expexp

2222

exp

22
0

22
0

00

ωωωω

ω

 (74) 

dengan ±c  diberikan oleh persamaan (72). Solusi yang diberikan pada persamaan (74) 

bagi PDB (73) di atas dapat disederhanakan menjadi (buktikan): 

  ( ) ( )
( )

( ) ( )tcCtcC
mbi

tiF
ty −−++ ++

+−
= expexp

exp

0
2
0

2
00

ωωω

ω
 (75) 

 Kembali ke PDB (71), dengan cara yang serupa pada contoh 8.8, kita dapatkan 

solusinya adalah: 

  ( ) ( )
( )

( ) ( )tcCtcC
mbi

tiFty −−++ ++














+−
= expexp

exp
Re

0
2
0

2
00

ωωω

ω
 (76) 

atau (buktikan!) 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )

( ) ( )tcCtcC
mb

mtbtF
ty −−++ ++

+−

+−
= expexp

sincos
2

0
22

0
2

000
2
0

2
0

ωωω

ωωωωω
 (77) 

  Dari ungkapan akar-akar karakteristik (72) terlihat bahwa ±c  dapat berharga riil 

ataupun kompleks bergantung pada nilai ( ) 222 ω−mb . Jika ( ) 02 22 >−ωmb , maka 

terlihat bahwa 0<−= ±± cc  dan kondisi ini mengakibatkan solusi homogen pada 

persamaan (77) dapat dituliskan menjadi: 

  ( ) ( ) ( )tcCtcCxyh −−++ −+−= expexp  (78) 

Dari sisi jelas terlihat bahwa untuk ∞→t , 0→hy  dan sistem dikatakan berada dalam 

keadaan sangat teredam (overdamped).  
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Sebagai konsekuensi dari kondisi ini: 

  ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )

( )ty
mb

mtbtF
ty p=

+−

+−
=∞→

2
0

22
0

2
000

2
0

2
0 sincos

ωωω

ωωωωω
 (79) 

 Dari sini jelas bahwa solusi khusus yang diberikan oleh persamaan (79) tidak 

lain merupakan solusi keadaan mantap dari sistem pegas dengan gaya pemaksa, artinya 

untuk waktu yang cukup lama, solusi yang tetap bertahan adalah solusi tersebut 

sedangkan solusi homogen dengan 00 =F  lenyap dan tidak lagi memberikan sumbangan 

bagi pola gerak vibrasi partikel tersebut. 

  Jika ( ) 02 22 =−ωmb , dimana sistem berada dalam kondisi teredam kritis 

(critically damped), maka mbcc 2−==±  dan solusi homogen pada persamaan (77) 

adalah: 

  ( ) ( ) ( )tcCtCxyh −+= −+ exp  (80) 

Sedangkan jika sistem berada pada kondisi kurang teredam (underdamped) dimana 

( ) 02 22 <−ωmb , maka sistem memiliki akar-akar karakteristik yang kompleks 

ImRe iccc ±=±  dengan mbc 2Re −=  dan ( )22
Im 2mbc −= ω . Solusi untuk keadaan 

ini diberikan oleh: 

  ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tcBtcAtcxyh ImImRe cossinexp +−=  (81) 

Sama halnya untuk kondisi sangat teredam, maka untuk dua kasus terakhir solusi 

homogennya juga tidak lagi memiliki peranan pada ∞→t .  

 

 

  

 

 

 

 

 



BAB 9 

KALKULUS VARIASI 
 
 

1. Pendahuluan 

  Dalam Fisika, peranan kalkulus sebagai salah satu alat untuk menggambarkan 

dinamika dari suatu sistem memiliki peranan yang sangat penting. Penerapannya dalam 

menggambarkan hukum gerak Newton misalnya, melibatkan posisi rv  yang secara 

eksplisit dinyatakan sebagai fungsi dari waktu  dan memenuhi persamaan diferensial 

yang sudah kita kenal. Jelas, pada dasarnya persamaan gerak Newton digunakan untuk 

menentukan pola lintasan dari suatu benda akibat kendala yang ditimbulkan oleh gaya 

yang bekerja padanya.  

t

 Hukum Newton pada dasarnya merupakan hukum empirik yang diperoleh 

berdasarkan pengalaman sehari-hari. Secara matematika, persamaan gerak Newton bagi 

sistem konservatif dapat diturunkan dari suatu prinsip yang lebih umum yang dikenal 

sebagai prinsip Hamilton, atau dikenal juga sebagai prinsip variasi, melalui pendefinisian 

”aksi” yang merupakan sebuah ”fungsional” berbentuk integral:  

  ( )∫= dttrrLS ,, &  (1) 

dengan  merupakan suatu fungsi dari kecepatan L vdtdrr ==&  dan posisi r , yang 

notabene adalah fungsi dari waktu. Dalam prinsip ini, persamaan dinamika Newton 

terkait dapat diturunkan dengan mencari ekstremal dari fungsional aksi, yakni dengan 

melakukan ”variasi” terhadapnya sedemikian rupa sehingga: 

  0=Sδ  (2) 

dimana δ  menyatakan simbol variasi. Prinsip ini ternyata memiliki peran yang lebih 

fundamental, dapat ditunjukkan bahwa seluruh problem fisis tunduk pada prinsip 

tersebut, sehingga kadang dinamakan sebagai god given rule.  

 Jika kalkulus yang selama digunakan dalam persamaan gerak Newton mengacu 

pada dinamika fungsi, maka dalam perumusan Hamilton, dinamika yang ditinjau adalah 

dinamika fungsional dan kalkulus yang terkait dinamakan sebagai kalkulus variasi. Perlu 

dicatat bahwa penerapan kalkulus variasi dalam Fisika tidak hanya terbatas pada 

menurunkan persamaan gerak Newton.  
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2. Prinsip Variasi dan Persamaan Euler 

2.1. Prinsip Variasi 

  Dalam formulasi kalkulus biasa, problem mencari ekstremal (titik-titik ekstrim) 

dari suatu fungsi , secara sederhana dilakukan dengan memecahkan kondisi ( yxf , )

0=
∂
∂

+
∂
∂

= dy
y
fdx

x
fdf  yang mengimplikasikan 0=

∂
∂

x
f  dan 0=

∂
∂
y
f , dimana titik ( )yx,  

yang memenuhi kondisi tersebut merupakan titik-titik kritis yang dapat berupa titik 

maksimum, minimum atau titik sadel. Seperti yang pernah dibahas pada Bab 4 buku ini, 

untuk memeriksa jenis manakah titik tersebut maka perlu dilakukan uji selanjutnya yang 

melibatkan turunan parsial orde berikutnya serta nilai Hessian fungsi tersebut. Titik-titik 

kritis tersebut secara khusus juga disebut sebagai titik stasioner. Jelas, pertanyaan 

mengenai apakah suatu dinamika dari suatu sistem memiliki maksimum-minimum 

merupakan hal yang cukup  penting dijawab dan kadang-kadang memiliki derajat 

kesulitan yang tinggi. 

 
y  

( )22 , yx  
 

 

 
( ) 11, yx 

 
x 

 Gambar 1 
 

 Berbeda dengan kalkulus biasa, sebagaimana telah disinggung pada bagian 

pendahuluan, dalam kalkulus variasi kita berhubungan dengan keadaan stationer dari 

suatu fungsional. Misalkan: 

   (3) ( ) ( )[ dxxyxyxFI
x

x
∫=
2

1

,, & ]
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merupakan fungsional yang dimaksud dengan dxdyy =& . Permasalahan yang akan 

ditinjau adalah sebagai berikut: misalkan fungsi y  berharga tetap di titik-titik ujung  

dan , sedangkan di antara keduanya, fungsi tersebut dapat memiliki bermacam lintasan 

yang mungkin dan kita ingin mencari lintasan mana yang sebagaimana diilustrasikan 

dalam Gambar 1 yang mengakibatkan fungsional 

1x

2x

I  memiliki harga yang paling kecil 

(stasioner). Misalkan kembali, kurva dengan garis padat pada Gambar 1 merupakan 

lintasan y  yang dimaksud, sedangkan lintasan yang lainnya, secara prinsip, dapat 

dinyatakan melalui transformasi y  ke dalam bentuk berikut: 

  ( ) ( ) ( )xxyxy εη+→  (4a) 

  ( ) ( ) ( )xxyxy ηε &&& +→  (4b) 

dengan fungsi η  menggambarkan penyimpangan lintasan dari x  dan memiliki kondisi 

( ) ( )21 = xx 0=ηη , sedangkan ε  merupakan sebuah parameter variasi. Dengan demikian, 

berdasarkan bentuk tersebut, fungsional yang kita tinjau sekarang adalah: 

   (5) ( ) ( )[ dxxyxyxFI
x

x
∫=
2

1

;,, ε& ]

dengan kondisi yang harus dipenuhi ketika 0=ε   

   0
0

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=
=

ε
ε

δ
ε

dII  (6) 

Dalam ungkapan persamaan (6) telah digunakan simbol δ  yang menyatakan variasi I . 

Penggunaan simbol ini memiliki kemiripan dengan simbol diferensial , tetapi 

memiliki makna yang berbeda, dimana 

""d

δ  mengacu pada variasi lintasan yang dicirikan 

oleh parameter ε  sehingga secara umum variasi fungsi sebarang W  diberikan oleh 

  ε
ε

δ dWW
∂
∂

=  (7). 

2.2. Persamaan Euler 

 Selanjutnya, dengan melakukan manipulasi kalkulus biasa, variasi persamaan (5) 

diberikan oleh: 

  ε
εε

δ ddxy
y
Fy

y
FI

x

x ⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

= ∫
2

1

&

&
 (8) 
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Dengan catatan 0=∂∂ εx . Karena: 

    η
ε
=

∂
∂y ,     η

ε
&

&
=

∂
∂y  (9) 

maka diperoleh: 

  εηηδ ddx
y
F

y
FI

x

x ⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

= ∫
2

1

&
&

 (10) 

Kemudian tinjau integral kedua dalam kurung siku bagian kanan persamaan (10), dengan 

memanfaatkan integral perbagian diperoleh: 

  ∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂ 2

1

2

1

2

1

x

x

x

x

x

x

dx
y
F

dx
d

y
Fdx

y
F ηηη

&&
&

&
 (11) 

Meningat di titik-titik ujung ( ) ( ) 021 == xx ηη , maka integral (10) tereduksi menjadi: 

  ∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−=
∂
∂ 2

1

2

1

x

x

x

x

dx
y
F

dx
ddx

y
F ηη

&
&

&
 (12) 

Sehingga dengan demikian diperoleh untuk persamaan (10) bentuk berikut: 

  εηδ ddx
y
F

dx
d

y
FI

x

x ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

= ∫
2

1
&

 (13) 

Karena secara umum 0≠η  dan sebarang, maka kondisi yang harus dipenuhi agar variasi 

I  berharga nol adalah: 

  0=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

y
F

dx
d

y
F

&
 (14) 

Persamaan (14) dinamakan persamaan Euler yang menyatakan bahwa keadaan stasioner 

fungsional I  hanya dapat dicapai jika fungsi  memenuhi persamaan tersebut. F

 Penurunan persamaan (14) dengan menggunakan simbol variasi δ  adalah sebagai 

berikut: 

  

dxy
y
Fy

y
F

dxFI

x

x

x

x

∫

∫

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=

=

2

1

2

1

     &
&
δδ

δδ

 (15) 
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Serupa dengan persamaan integral (11), bagian kedua dari ruas kanan persamaan (15) 

dapat dinyatakan sebagai berikut: 

  

( )

dxy
y
F

dx
d

dxy
y
F

dx
d

y
Fy

dxy
dx
d

y
F

dx
dx
dy

y
Fdxy

y
F

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

∫

∫

∫

∫∫

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=

∂
∂

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

                     

                     

                     

0

δ

δδ

δ

δδ

&

&
43421
&

&

&
&

&

 (16) 

dimana telah digunakan syarat variasi 0=yδ  di 1xx =  dan . Dengan demikian 

diperoleh kembali bentuk: 

2x

  0
2

1

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

= ∫ dxy
y
F

dx
d

y
FI

x

x

δδ
&

 (17) 

dan jelas bahwa suku di dalam kurung siku integral di atas adalah persamaan Euler (14).  

 Perlu menjadi catatan penting bahwa semua problem dalam kalkulus variasi, pada 

prinsipnya dapat dipecahkan dengan mencari fungsional I , kemudian mencari keadaan 

stationernya dengan mensubstitusikan fungsi  terkait pada persamaan Euler untuk 

selanjutnya dicari lintasan yang dimaksud. 

F

 Contoh 2.1. Misalkan sebuah partikel bergerak pada suatu bidang datar ( )yx,

)1

. 

Untuk menentukan jarak terdekat yang dapat ditempuh antara dua titik  dan 

 pada bidang tersebut definisikan terlebih dahulu panjang infinitesimal ds  

dari suatu kurva sebarang tersebut: 

( 11 , yxs =

( 222 , yxs = )
22 dydxds += . Selanjutnya bentuk fungsional bagi 

persoalan terkait yakni , yang dapat direduksi menjadi bentuk ∫=
2

1

s

s

dsI ∫ +=
2

1

2 dxy&1
x

x

I . 

Jelas dari sini kita memiliki fungsi ( ) 21,, yyyxF && += . Masukkan ke dalam persamaan 

Euler terkait: 
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  0=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

y
F

dx
d

y
F

&
 (i) 

Jelas bahwa pada persamaan (i) 0=
∂
∂

y
F  dan 

21 y

y
y
F

&

&

& +
=

∂
∂ , sehingga dengan demikian 

diperoleh 0
1 2

=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+ y

y
dx
d

&

&
 yang mengimplikasikan bahwa:  

  c
y

y
=

+ 21 &

&
 (ii) 

dengan  adalah sebuah konstan. Kemudian ubah persamaan (ii) menjadi c 21 ycy && += , 

kuadratkan kedua ruas sehingga diperoleh a
c

cy =
−

=
1

&  dengan a  juga merupakan 

konstanta. Sehingga dengan demikian, solusi bagi y  adalah baxy += , yang tidak lain 

merupakan sebuah garis lurus. Hal ini sesuai dengan kenyataan bahwa jarak antara dua 

titik pada bidang datar merupakan garis lurus.  

  

  

  

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 Contoh 2.2. Misalkan kita ingin membentuk suatu permukaan dengan luas 

minimum melalui cara memutarkan sebuah kurva yang melewati titik-titik (  dan 

 terhadap sumbu  sebagaimana diilustrasikan pada Gambar 2. Untuk 

)
)

11, yx

( 22 , yx y

y

( )22 , yx  

dA  

( )11, yx  

x
z

Gambar 2 
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menentukannya, kita tinjau elemen luas  yang besarnya ditentukan oleh hubungan dA

dsxdA π2=  dengan dxyds 21 &+=  sehingga total areanya adalah: ∫ +
2

1

212
x

x

dxyx &π , 

sehingga fungsi  terkait diberikan oleh F ( ) 21,, yxyyxF && += . Jelas terlihat bahwa 

0=
∂
∂

y
F  dan 

21 y

yx
y
F
&
=

&

&

+∂
∂ . Subsitutsikan hasil tersebut ke persamaan Euler (14) 

diperoleh 0
1+ y

yx

&

&

2
=⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

dx
d  atau  

   c
y

yx

+ 2&

&
 (i) =

1

dimana  adalah sebuah konstanta. Bentuk persamaan (i) dapat diubah menjadi c

( ) 2c=2c22 xy −& , sehingga diperoleh: 

  
22 cx

c
dx
dy

−
=  (ii) 

Integrasikan persamaan (ii) diperoleh b
a
xcb

ax

dxcy +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+

−
= ∫ arccosh

22
 atau 

⎜
⎝
⎛ −

c
by

= ax cosh ⎟
⎠
⎞  yang dikenal sebagai persamaan bagi kurva catenary (rantai). 

 
( )11, yx  x 

 
gr  

 

 

 

 
( )22 , yx  

Gambar 3 

y   

 

 157



 Contoh 2.3. Persoalan Brachistochrone. Tinjau sebuah kelereng yang meluncur 

tanap rotasi akibat pengaruh gaya gravitasi melalui sebuah lintasan di bidang ( )yx,  

sebagaimana diilustrasikan pada Gambar 3. Kita akan mencari kurva  yang 

merupakan lintasan yang ditempuh dengan waktu yang paling minimum. Misalkan 

kelajuan sesaat kelereng tersebut diberikan oleh v  sehingga jarak infinitesimal yang 

ditempuhnya diberikan oleh 

( )xy

vdtds =  atau vdsdt = , dimana 2dy+2dxds = . Jika 

kelereng tersebut memiliki kondisi awal 0=v  pada 0=y , maka berdasarkan prinsip 

kekekalan energi mekanik diketahui bahwa: 

  0
2
1 2 =−= mgymvE  (i) 

sehingga gyv 2= . Selanjutnya karena yang ingin kita cari adalah lintasan dengan 

waktu minimum, maka bentuk fungsional terkait yang akan kita cari minimumnya adalah 

∫∫ == vdsdtI . Dengan mengambil  sebagai variabel bebas, maka fungsional yang 

terkaitnya diberikan oleh: 

y

  ∫
+

=
2

1

21
2
1 y

y

dy
y
x

g
I

&
 (ii) 

Jelas bahwa ( ) yxF 21 &+= . Substitusikan fungsi  ke dalam persamaan Euler (14), 

dimana 

F

0=
∂
∂

x
F  dan 

2

2

1 xy

x
x
F

&

&

& +
=

∂
∂ , sehingga kembali didapatkan: 

   c
xy

x
=

+ 21 &

&
 (iii) 

dengan  sebuah konstanta. Dengan mengatur kembali persamaan (iii) didapatkan  c

   
2

2

2

2

1 y
c
y

dyy
yc

ycdydx
−

=
−

=  (iv) 

Integrasikan kedua ruas diperoleh (berdasarkan tabel integral): 

  ( ) byc
c

y
c
yx +−+−−= 2

2
2

2 21arccos
2

1  (v) 
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Untuk mengetahui bentuk solusi (v) secara parametrik dengan sudut θ  sebagai 

parameternya, dapat dilakukan dengan memperkenalkan hubungan , 

sehingga mengakibatkan (buktikan!) 

θcos21 =− c2 y

θsin
2

1
2

2
2 c

y
c
y

=− . Berdasarkan bentuk tersebut 

maka x  dan y  secara parametrik dapat dinyatakan sebagai berikut: 

  ( )θθ sin
2

1
2 −=

c
x ,   ( θcos1

2
1

2 −=
c

y )  (vi) 

Hasil plot dari persamaan parametrik (vi) diberikan pada Gambar 4 dengan selang 0=θ  

sampai π2 . Bentuk kurva pada Gambar 4 tersebut dikenal sebagai kurva cycloid.  

  

 

x  

y  

Gambar 4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Menarik untuk ditekankan disini bahwa cara lain yang dapat ditempuh untuk 

menyelesaikan persoalan Brachistochrone ini adalah dengan mendefinisikan x  sebagai 

varibel bebasnya, sehingga fungsionalnya menjadi ∫
+

=
2

1

21
2
1 x

x

dy
y
y

g
I

&
. Tetapi 

pemilihan ini akan mengakibatkan permasalahan menjadi relatif sangat kompleks, 

mengingat 
2

2

1

1
2
1

yy

y
y
F

&

&

+

+
−=

∂
∂ , ( )

( ) 22

22

11

21
2
1

yyyy

yyyy
y
F

dx
d

&&

&&&&

& ++

−+
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂ , maka diperoleh 

persamaan dinamika bagi variabel lintasan y  sebagai berikut:  

   ( ) 012 2 =+− yyyy &&&  (vii) 
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yang jelas sangat kompleks . Dari sini dapat disimpulkan bahwa pemilihan variabel bebas 

merupakan suatu tahapan yang sangat penting dalam upaya menyederhanakan persoalan. 

 Perlu menjadi catatan penting disini, bahwa dari dua contoh 2.1 dan 2.2, terlihat 

adanya kondisi:  

  0=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

y
F

dx
d

&
 (18) 

yang mengindikasikan bahwa  

   =
∂
∂

y
F
&

konstan (19) 

secara khusus kuantitas yF &∂∂  dinamakan sebagai integral pertama (first integral) dari 

persamaan Euler terkait dan dalam Fisika dinamakan sebagai konstanta gerak. Sedangkan 

variabel lintasan  secara khusus dinamakan sebagai variabel siklik (cyclic variable). y

3. Persamaan Euler dengan Beberapa Variabel Lintasan 

 Dalam penurunan persamaan Euler (14), bentuk fungsional yang kita tinjau 

memiliki variabel lintasan  dan turunannya , yang masing-masing merupakan fungsi 

dari variabel bebas 

y y&

x . Dalam hal ini, kita tidak perlu membatas jumlah variabel lintasan 

hanya satu buah saja. Tinjau misalnya kasus dimana terdapat dua buah variabel lintasan 

yang membentuk sebuah bidang, sebut saja ( )xy  dan ( )xz , dengan turunan masing-

masing diberikan oleh  dan ( )xy& ( )xz& . Kemudian definiskan sebuah fungsional terkait 

sebagai berikut: 

   (18) [ dxzzyyxFI
x

x
∫=
2

1

,,,, && ]

Misalkan untuk transformasi bagi lintasan y  diberikan oleh: 

    ( ) ( ) ( )xxyxy yyηε+→  (19a) 

  ( ) ( ) ( )xxyxy yyηε &&& +→  (19b) 

Di lain pihak, untuk lintasan : z

  ( ) ( ) ( )xxzxz zzηε+→  (20a) 

  ( ) ( ) ( )xxzxz zzηε &&& +→  (20b) 
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dengan { }zyε  merupakan parameter variasi untuk lintasan { }zy  sedangkan { }zyη  adalah 

fungsi terkaitnya. Selanjutnya kita lakukan kembali variasi terhadap fungsional tersebut 

sehingga memenuhi kondisi: 

  z
z

y
y

dIdII
zy

ε
ε

ε
ε

δ
εε 00 ==

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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⎜
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∂
∂
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atau dengan kata lain: 

  ∫ ⎥
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∂
∂

+
∂
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zzzyyy dxd
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Fdxd
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y
FI εηηεηηδ &

&
&

&
 (23) 

dimana yyyy yy ηεηε && =∂∂=∂∂ ,  dan zzzz zz ηεηε && =∂∂=∂∂ , . Kembali dengan 

menggunakan integral perbagian diperoleh: 

  

∫
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43421
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 (24) 

dengan  atau y=Ω z . Dengan demikian diperoleh: 
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⎨
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⎤
⎢
⎣
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⎟
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∂
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+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

= ∫
x

x
zzyy dxd

z
F

dx
d

z
Fdxd

y
F

dx
d

y
FI εηεηδ

&&
 (25) 

dan jelas bahwa: 

  0=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

y
F

dx
d

y
F

&
 (26a) 

  0=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−
∂
∂

z
F

dx
d

z
F

&
 (26b) 

 Misalkan kembali kita memiliki sistem yang memiliki sejumlah  buah lintasan 

 dimana  dengan fungsional terkait diberikan oleh: 

N

( )xyi Ni ,....,2,1=

   (27) [ ] dxyyxFI
x

x
ii∫=

2

1

,, &
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maka melalui cara yang persis sama dengan kasus untuk dua lintasan, persamaan Euler 

terkait untuk masing indeks  diberikan oleh: i

   

0

            

0

0

22

11

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

NN y
F

dx
d

y
F

y
F

dx
d

y
F

y
F

dx
d

y
F

&

M

&

&

 (28) 

Misalkan dari sejumlah  persamaan tersebut terdapat N NM <  buah persamaan dimana 

0=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

iy
F

dx
d

&
, maka sistem tersebut memiliki M  buah integral pertama. 

4. Contoh Penerapan dalam Fisika 

 Telah ketahui secara baik bahwa hukum kedua Newton merupakan suatu rumusan 

empirik yang diperoleh berdasarkan pengalaman sehari-hari. Pertanyaan yang kemudian 

timbul adalah apakah ada prinsip yang lebih fundamental, yang mampu menjelaskan asal 

dari hukum tersebut. Hingga saat ini, secara fisis memang belum diketahui prinsip apakah 

yang mendasarinya. Tetapi dipihak lain, secara matematis, cara mengenai bagaimana 

bentuk persamaan diferensial hukum kedua tersebut diperoleh telah diketahui dengan 

memanfaatkan kaidah kalkulus variasi dan dikenal sebagai prinsip Hamilton, 

sebagaimana telah disinggung sepintas pada bagian pendahuluan. 

 Misalkan untuk sebuah partikel yang berada pada pengaruh gaya memiliki energi 

kinetik , sedangkan gaya yang berpengaruh tersebut dapat diwakili oleh 

fungsi , maka dapat dibentuk sebuah fungsi yang dinamakan fungsi 

Lagrange atau Lagrangian  yang didefinisikan sebagai  

( tqqTT ,, &≡

( tqqUU ,, &≡

)
)

L

  ( ) ( ) ( )tqqUtqqTtqqL ,,,,,, &&& −=  (29) 

dimana  dan  merupakan koordinat umum. Selanjutnya dapat pula 

dibangun sebuah fungsional yang terkait dengan fungsi Lagrange: 

( )tqq ≡ ( )tqq && =

   (30) ∫=
2

1

t

t

dtLS
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yang dinamakan sebagai fungsional Aksi. Berdasarkan fungsional Aksi tersebut, prinsip 

Hamilton mengatakan bahwa lintasan yang ditempuh oleh partikel tersebut dari 

kedudukannya pada  sampai dengan  memiliki fungsional Aksi yang stasioner atau 

dengan kata lain 

1t 2t

   (31) 0
2

1

== ∫
t

t

dtLS δδ

yang mengimplikasikan bahwa Lagrangian memenuhi persamaan: 

  0=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

q
L

dt
d

q
L

&
 (32) 

yang selanjutnya disebut sebagai persamaan Euler-Lagrange. Dengan mensubstitusikan 

persamaan (29) diperoleh: 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

q
U

dt
d

q
U

q
T

dt
d

q
T

&&
 (33) 

 Untuk melihat hubungan antara persamaan (33) dengan hukum kedua Newton, 

kita tinjau kasus khusus dimana ( ) 2
2
1 qmqTT && =≡  sedangkan ( )qVVU ≡= . Jelas bahwa 

untuk kasus tersebut persamaan (33) tereduksi menjadi: 

  
q
Vqm
∂
∂

−=&&  (34) 

dengan menuliskan:  

  ( )
q
VqF
∂
∂

−=  (35) 

persamaan (34) segera terlihat sebagai persamaan diferensial untuk hukum kedua 

Newton:  

  ( )qFqm =&&  (36) 

Dalam kasus khusus ini, fungsi ( )qF  mewakili gaya konservatif, sedangkan ( )qV  

dinamakan sebagai fungsi potensial. 

 Kembali pada persamaan umum (33), untuk sistem yang melibatkan gaya yang 

bersifat konservatif, hukum kedua Newton dapat dituliskan sebagai: 
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  ( tqqQ
q
T

dt
d

q
T ,, &

&
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂ ) (37) 

dengan ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=
q
U

dt
d

q
UQ

&
 merupakan gaya umum non-konservatif yang terkait. 

 Misalkan jumlah koordinat umum yang terdefinisi dalam Lagrangian terkait lebih 

dari satu sehingga , maka serupa dengan persamaan 

(28) berlaku untuk masing-masing koordinat umum , : 

( tqqqqqqLL NN ,,,,,,,, 2121 &K&&K≡

jq

)

jq&

  0=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

−
∂
∂

jj q
L

dt
d

q
L

&
 (38) 

 Sebagai contoh pertama, tinjau sistem sederhana yang terdiri atas sebuah partikel 

bermassa  dengan energi kinetik m 2
2
1 xmT &= , yang berada pada pengaruh gaya pegas 

dengan fungsi potensial diberikan oleh 2
2
1 kxV = . Jelas bahwa Lagrangian terkait 

diberikan oleh: 

  22
2
1

2
1 kxxmL −= &  (39) 

Substitusikan persamaan (39) ke dalam persamaan Euler-Lagrange (32) dengan koordinat 

umum xq =  dan , sehingga diperoleh xq && = 0=−− xmkx &&  atau 

  kxxm −=&&  (40) 

yang tidak lain merupakan persamaan gerak Newton bagi sistem partikel dengan pegas. 

 

 

r 

 

 
Gambar 5  

 Untuk contoh kedua, tinjau partikel bermassa m  yang bergerak dalam lintasan 

melingkar, sebagaimana diilustrasikan oleh Gambar 5, dan berada pada pengaruh 

potensial ( )θ,rV . Energi kinetik yang terkait dengan partikel tersebut diberikan oleh  
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22
2
1 θ&mrT =  dengan r  adalah jari-jari lintasan dan θ  adalah sudut dalam radian. 

Lagrangian sistem tersebut adalah: 

  ( )θθ ,
2
1 22 rVmrL −= &  (41) 

yang memiliki dua koordinat umum rq =1  dan θ=2q . Dari persamaan Euler-Lagrange 

diperoleh: 

   02

∂
∂

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂ r
Vmr

r
L

dtr
L θ&

&
=−

∂ d  (42a) 

   02 =−
∂
∂

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−
∂
∂

θθθ &
mrVL

dt
L θ&&d  (42b) 

Sehingga diperoleh: 

  
r
Vmr
∂
∂

=2θ&  (43a) 

  
θ

θ
∂
∂

−=
Vmr &&2  (43b) 

Dengan mendefinisikan rFrV =∂∂−  dan V θθ F− ∂ ∂ = . Jelas terlihat disini bahwa 

percepatan dalam arah r  diberikan oleh: 

   2θ&rar −=  (44) 

yang tidak lain merupakan percepatan sentripetal. Sedangkan untuk percepatan dalam 

arah θ  diberikan oleh   

   (45) θθ
&&2ra =

 Sebagai catatan akhir, perlu ditekankan bahwa prinsip Hamilton memiliki 

peranana yang cukup penting dalam Mekanika, Gelombang maupun dalam Teori Medan 

dan dibanayk cabang Fisika lainnya. 
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BAB 10 

TRANSFORMASI KOORDINAT 
 
 

1. Pendahuluan 

  Dalam memecahkan persoalan-persoalan Fisika atau untuk menerangkan makna 

fisis dari suatu fenomena, pemilihan sistem koordinat merupakan salah satu tahapan yang 

paling menentukan. Hal ini disebabkan karena ketepatan dalam memilih suatu sistem 

koordinat dapat memberikan kemudahan bagi kita, yakni dengan membuat permasalahan 

menjadi terlihat lebih sederhana. Sebagai contoh sederhana adalah mengenai pembahasan 

gerak melingkar. Jika kita memilih menggunakan sistem koordinat siku atau kartesis, 

maka probelm yang kelihatannya sederhana tersebut berubah menjadi relatif rumit dan 

sebaliknya, persoalan tersebut akan menjadi jauh lebih sederhana jika kita bekerja dengan 

menggunakan sistem koordinat kutub atau polar. Tetapi hal ini berbeda jika kita meninjau 

kasus partikel yang jatuh bebas dalam bidang dua dimensi misalnya. Penggunaan 

koordinat polar justru akan memperumit masalah dan akan jauh lebih mudah jika 

diselesaikan dengan menggunakan sistem koordinat kartesis. 

 Di lain pihak, untuk memodelkan suatu persoalan secara umum, misalnya dengan 

memformulasikan persamaan diferensial yang terkait, kadang kita masih memanfaatkan 

sistem koordinat yang lazim digunakan, seperti sistem koordinat kartesis. Tetapi, 

sebagaimana dicontohkan di atas, ketika kita dihadapkan dengan suatu persoalan dengan 

simetri tertentu maka kita dituntut untuk mengubah sistem kartesis ke sistem lainnya. 

Operasi untuk mengubah sistem koordinat tersebut dinamakan sebagai ”transformasi 

koordinat”. 

2. Transformasi Linier  

 Misalkan kita memiliki sebuah vektor dalam sistem koordinat dua dimensi 

komponen sebut saja . Sebuah transformasi dikatakan linier jika kita melakukan 

perubahan komponen  

( yx, )

  ( ) ( )yxyx ′′⇒ ,,  (1) 

dengan  adalah komponen dalam sistem koordinat baru yang dapat diperoleh 

sedemikian rupa melalui superposisi linier dari koordinat yang lama sebagai berikut: 

( yx ′′, )

 166



  
yaxay
yaxax

2221

1211

+=′
+=′

 (2) 

atau dalam bentuk matriks dituliskan sebagai: 

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

y
x

M
y
x

 (3) 

dengan inversnya diberikan oleh: 

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

y
x

M
y
x 1  (4) 

dimana 

   (5) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2221

1211

aa
aa

M

Misalkan vektor yang terkait dengan komponen-komponen tersebut adalah: 

   yx eyexr ˆˆ +=
r  (6) 

dimana  dan  merupakan vektor-vektor basis dalam arah xê yê x  dan y . Selanjutnya 

untuk mengetahui bagaimana basis-basis tersebut bertransformasi, tuliskan kembali 

vektor (5) dalam bentuk matriks berikut: 

   (7) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

y
x

eer yx ˆˆr

Substitusikan persamaan (4) ke dalam persamaan (6) sehingga: 

  ( ) ( ) r
y
x

ee
y
x

Meer yxyx ′=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

′′=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

= − rr ˆˆˆˆ 1  (8) 

Jelas terlihat disini bahwa: 

   (9) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′ −

y

xT

y

x

e
e

M
e
e

ˆ
ˆ

ˆ
ˆ 1

 Contoh 2.1. Misalkan berdasarkan sistem koordinat kartesis, sebuah vektor 

yx eer ˆˆ2 +=
r . Jika vektor tersebut ditransformasikan ke dalam suatu sistem koordinat 

baru melalui matriks: 

   (i) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

10
11

M

dengan 
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    (ii) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−

10
111M

Berdasarkan persamaan (3), komponen vektor dalam koordinat baru diberikan oleh: 

     (iii) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
2

10
11

1
1

sehingga vektor tersebut dalam koordinat yang baru diberikan oleh yx eer ′+′=′ ˆˆr . 

Berdasarkan persamaan (9), diperoleh vektor basis baru yang dinyatakan dalam basis 

lama diberikan oleh: 

    (iv) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

y

x

y

x

e
e

e
e

ˆ
ˆ

11
01

ˆ
ˆ

atau  dan . Ilustrasi kedua sistem koordinat tersebut diberikan dalam 

Gambar 1a. Perhatikan bahwa sistem koordinat yang baru mengalami deformasi dan 

tidak ortogonal. Perlu dicatat, bahwa terhadap koordinat yang lama, basis baru tidak 

harus memiliki panjang satu. 

xx ee ˆˆ =′ yxy eee ˆˆˆ +=′

 Apa yang telah diuraikan di atas merupakan salah satu cara pandang terhadap 

transformasi linier yang dimaksud, dimana dalam hal ini yang bertransformasi adalah 

vektor-vektor basis. Cara pandang lain adalah dengan melihat bahwa transformasi 

tersebut berlangsung pada sistem koordinat yang sama sehingga hanya komponennya 

yang bertransformasi, sedangkan vektor-vektor basisnya tetap. Kembali ke contoh 2.1., 

berdasarkan cara pandang ini vektor r ′r  diberikan oleh yx eer ˆˆ +=′
r  yang jelas terlihat 

mengalami deformasi bentuk dan perubahan arah sehingga rr ′≠
rr , sebagaimana 

diberikan dalam Gambar 1b.  

 

 

 

 

 

 

 

 
Gambar 1 

xx ee ′= ˆˆ  

yê ye′ˆ
 

 

xê  

yê  

rr ′=
rr rr  

rr′

(a) (b) 
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3. Transformasi Ortogonal 

 Telah diperlihatkan bahwa secara umum transformasi (3) dan (9) tidak menjamin 

bahwa sistem koordinat yang baru merupakan sistem ortogonal. Untuk menghasilkan 

koordinat baru juga bersifat ortogonal, maka transformasi linier yang dimaksud harus 

bersifat rotasional dan secara khusus matriks M  terkait dapat dituliskan dalam bentuk 

berikut: 

   (10) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
θθ
θθ

cossin
sincos

M

Untuk memperoleh matriks tersebut tinjau rotasi yang diberikan dalam Gambar 2. Jelas 

terlihat dari gambar tersebut bahwa: 

  
θθ
θθ

cossin
sincos

yxy
yxx
′+′=

′−′=
 (11) 

Berdasarkan persamaan (4) dapat dituliskan sebagai: 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

y
x

M
y
x

y
x 1

cossin
sincos
θθ
θθ

 (12) 

 

 

θ  

′y  

x

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Dengan melakukan proses inversi, dapat dengan mudah dibuktikan bahwa matriks M  

diberikan oleh persamaan (10) dan jelas bahwa  

  T1 MM =−  (13) 

′  

x

y

Gambar 2 

rrr r′=
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atau dengan kata lain M  merupakan sebuah matriks ortogonal, sehingga dengan 

demikian jelas bahwa transformasi tersebut dapat dinamakan sebagai transformasi linier 

ortogonal atau disingkat transformasi ortogonal. 

 Selanjutnya, tinjau panjang vektor yx eyexr ˆˆ +=
r  dalam sistem koordinat lama 

yang diberikan oleh: 

  222 yxr +=
r  (14) 

dan panjang vektor yx eyexr ′′+′′=′ ˆˆr : 

   222 yxr ′+′=′r  (15) 

Dengan melakukan substitusi θθ sincos yxx +=′  dan θθ cossin yxy +−=′  ke dalam 

persamaan (15): 

( ) ( )
( ) ( )

22
1

222

01

222

2222

sincossincos2sincos2sincos

cossinsincos

yx

yxyxyx

yxyxyx

+=

++−++=

+−++=′+′

===
44 344 2144444 344444 2144 344 21 θθθθθθθθ

θθθθ

 

   (16) 

diperoleh bahwa panjang vektor tersebut tidak berubah, sedangkan berdasarkan 

transformasi (9) untuk basis-basis dalam koordinat yang baru diberikan oleh: 

  
θθ

θθ

cosˆsinˆˆ
sinˆcosˆˆ

yxy

yxx

eee

eee

+−=′

+=′
 (17) 

Berbeda dengan contoh 2.1. untuk kasus transformasi linier non-ortogonal, dalam kasus 

ini kembali dapat dibuktikan pula dengan mudah bahwa panjang 1ˆˆ =′=′ yx ee . 

 Misalkan kita melakukan dua atau leih transformasi ortogonal dengan sudut θ  

dan ψ  berturut-turut dengan masing-masing matriks transformasi diberikan oleh M  

dan , maka transformasi totalnya diberikan oleh: 

θ

ψM

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

y
x

M
y
x

θ  (18a) 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′′
′′

y
x

M
y
x

ψ  (18b) 
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sehingga: 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′′
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y
x

MM
y
x

θψ  (19) 

 Perumusan mengenai transformasi ortogonal dalam bidang dua dimensi dapat 

diperluas ke ruang tiga dimensi. Misalkan kita melakukan rotasi dengan sumbu z  

sebagai sumbu putar sebagai berikut: 

   (20) 
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Misalkan selanjutnya dilakukan rotasi dengan sumbu y′  sebagai sumbu putar diberikan 

oleh: 
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dimana 
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dan terakhir dilakukan rotasi dengan x ′′  sebagai sumbu putar berikut: 
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Berdasarkan transformasi tersebut maka secara umum rotasi tiga dimensi terkait dapat 

dinyatakan dalam bentuk: 

    (26) 
⎟
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dengan  diberikan oleh (buktikan!): φψθφψθ MMMM =,,
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,,M  

   (27) 

yang juga memenuhi kondisi ortogonalitas . Sedangkan panjang vektor 

juga invarian: 

T
,,

1
,, φψθφψθ MM =−

   (28) 222222 zyxzyx ++=′+′+′

4. Nilai dan Vektor Eigen 

 Tinjau kembali tafsiran transformasi linier yang terkait dengan kondisi dimana 

vektor mengalami deformasi bentuk dan perubahan arah dalam sistem koordinat yang 

sama. Bayangkan bahwa dalam ruang vektor tersebut terdapat sejumlah vektor yang tidak 

mengalami perubahan arah akibat transformasi tersebut dan hanya mengalami perubahan 

panjang saja.  

 Misalkan transformasi linier yang dimaksud diberikan oleh: 

   rMR rr
=  (29) 

Disini, guna mempermudah pemahaman, maka untuk transformasi terkait notasi R
r

 

digunakan sebagai ganti r ′r . Agar vektor R
r

 hanya mengalami perubahan panjang dan 

tidak berubah arahnya, maka kondisi yang harus dipenuhi adalah: 

  rR rr
λ=  (30) 

Dimana vektor rr  dengan ciri tersebut dinamakan sebagai ”vektor eigen”, dan parameter 

λ  dinamakan sebagai ”harga eigen”. Dengan menuliskan persamaan (30) dalam bentuk: 
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dan berdasarkan persamaan (30), diperoleh: 
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yang dapat dituliskan kembali dalam bentuk: 
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Berdasarkan aturan Cramer yang telah dibahas pada Bab 3 buku Fisika Matematika I, 

untuk sistem persamaan linier (34) solusinya diberikan oleh: 

  
( )
( ) ( )AA
U

x x
det

0
det

det
==  (35a) 

  
( )
( ) ( )AA
U

y y

det
0

det
det

==  (35b) 

dimana  
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U x

     (36b) ⎟⎟
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     (36c) ⎟⎟
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⎛
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−
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λ
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aa
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A

 Jelas terlihat bahwa untuk solusi trivial ( )0,0 == yx  terkait dengan ( ) 0det ≠A , 

sedangkan solusi non-trivial ( )0,0 ≠≠ yx  hanya dapat diperoleh jika  

    ( ) 0det =A  (37) 

yang dinamakan sebagai persamaan karakteristik. Berdasarkan persamaan (37), nilai 

eigen λ  yang dimaksud diberikan oleh solusi dari persamaan kuadrat berikut: 

  ( ) ( ) 0detTr2 =+− MMλλ  (38) 
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dengan  merupakan trace matriks ( ) 2211Tr aaM += M  pada persamaan (5), sedangkan 

 merupakan determinannya. Dengan demikian, harga-harga 

untuk 

( )det A 21122211 aaaa −=

λ  adalah sebagai berikut: 

  ( ) ( )[ ] ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+= MMM det4TrTr

2
1 2

1λ  (39a) 

   ( ) ( )[ ] ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−= MMM det4TrTr

2
1 2

2λ  (39b) 

Selanjutnya, dengan mensubstitusikan harga-harga eigen tersebut ke dalam persamaan 

linier (32) dan memecahkannya kembali diperoleh vektor eigen yang dimaksud. 

 Contoh 2.2. Tinjau transformasi linier dengan . Berdasarkan 

persamaan (35) diperoleh matriks tersebut memiliki harga eigen 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

22
25

M

61 =λ  dan 12 =λ . Dari 

sini diperoleh sistem persamaan linier untuk 61 =λ  yaitu  dan 

, yang jelas tereduksi menjadi satu persamaan saja yaitu:  

yx 25 −x6 =

yxy 226 +−=

02 =+ yx  (i)   

Sedangkan untuk harga eigen 12 =λ , persamaan tereduksinya adalah 

  02 =− yx  (ii) 

Terlihat bahwa baik persamaan (i) maupun (ii) sama-sama membentuk persamaan garis 

lurus, dimana semua vektor yang terdefinsi didalamnya merupakan vektor-vektor eigen 

yang dimaksud. Artinya, untuk kasus dengan 61 == λλ , jika terdapat vektor sepanjang 

garis lurus , maka hasil transformasi vektor tersebut oleh matriks xy −=2 M  akan tetap 

searah, tetapi panjangnya terkontraksi menjadi ×6  panjang vektor tersebut. Tinjau vektor 

satuan dengan komponen  
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 (iii) 

maka transformasinya adalah ⎟⎟
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⎞
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5

1 . Sedangkan untuk 11 == λλ , semua 

vektor yang terdefinisi pada garis lurus xy 2=  selain tetap searah, juga tidak mengalami 

kontraksi dan untuk melihatnya tinjau vektor satuan dengan komponen  
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 (iv) 

yang transformasinya adalah vektor satuan dengan komponen yang sama. 

5. Diagonalisasi Matriks 

 Kembali kita tuliskan sistem persamaan yang terkait dengan masing-masing harga 

eigen sebagai berikut: 
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dengan indeks bawah 1 dan 2 menyatakan komponen vektor eigen yang terkait dengan 

1λ  dan 2λ  berturut-turut. Bentuk persamaan (40) dapat kembali dituliskan dalam bentuk 

yang lebih sederhana sebagai berikut: 
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Kembali dengan memakai vektor (iii) dan (iv) pada contoh 2.2., kita dapatkan bahwa: 
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Segera terlihat bahwa persamaan (42) dapat dimanipulasi sehingga menjadi: 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

60
01

5
2

5
1

5
1

5
2

22
25

5
2

5
1

5
1

5
2 1

 (43) 

Secara umum bentuk persamaan (43) dapat dituliskan dalam bentuk: 

  Λ=− MDD 1  (44) 

dimana  merupakan sebuah matriks diagonal. Λ

 Proses yang dibahas di atas merupakan proses diagonalisasi sebuah matriks 

dengan matriks  merupakan matriks pendiagonal yang kolom-kolomnya berisi 

komponen vektor-vektor eigen matriks 

D

M , sedangkan Λ  merupakan matriks diagonal 
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terkait dimana entri diagonalnya adalah harga-harga eigen terkait.  Jelas bahwa syarat 

agar dapat dilakukan diagonalisasi adalah ( ) 0det ≠D  atau  merupakan matriks non-

singular. Secara khusus transformasi (44) dinamakan sebagai transformasi similaritas.  

D

 Untuk memahami arti geometri dari proses diagonalisasi ini, misalkan matriks  

yang kolom-kolomnya berisikan vektor-vektor eigen satuan dapat dipandang sebagai 

sebuah matriks rotasi dengan, yang merotasikan dengan sudut 

D

θ  sistem koordinat baru ke 

lama sebagai berikut: 

  rD ′=
rrr  (45) 

dengan , dan juga merotasikan vektor yang terdeformasi melalui: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

θθ
θθ

cossin
sincos

D

  RD ′=
r

R
r

 (46) 

Mengingat matriks M  dalam sistem koordinat lama berperan dalam mendeformasikan 

vektor dalam sistem koordinat yang sama melalui hubungan rMR rr
=  [cf. Persamaan 

(29)], maka diperoleh: 

  rrMDDR ′Λ=′
rr

=′ −r 1  (47) 

Hubungan rR ′Λ=′
rr

 pada persamaan (47) menunjukkan bahwa dalam sistem koordinat 

baru, deformasi hanya bersifat mengubah panjang dari masing-masing komponen tanpa 

mengubah orientasinya dan ini selaras dengan konsep mengenai vektor eigen. Hal 

penting yang perlu dipahami adalah, bahwa dengan membentuk matriks pendiagonal , 

kita dapat memperoleh suatu sistem koordinat baru dimana vektor tidak mengalami 

perubahan orientasi.  

D

6. Koordinat Kurvilinier 

 Pada Bab 5 buku Fisika Matematika I, telah diperkenalkan sistem koordinat bola 

dan silinder. Telah ditunjukkan pula bahwa elemen garis, permukaan dan volume pada 

dasarnya berturut-turut tidak berbentuk garis lurus, permukaan datar dan kotak persegi 

panjang. Untuk sistem koordinat silinder ( )zr ,,θ  dengan panjang elemen infinitesimal 

dalam arah r , θ  dan  diberikan oleh , z dr θrd  dan . Dipihak lain, transformasi 

antara (  dengan (
dz

)zyx ,, )z,r,θ  diberikan oleh: 

   θcosrx =  (47a) 

   θsinry =  (47b) 
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  zz =  (47c) 

sehingga elemen garis untuk masing-masing arah diberikan oleh: 

   θθθ drdrdx sincos −=  (48a) 

   θθθ drdrdy cossin +=  (48b) 

  dzdz =  (48c) 

Kini tinjau panjang vektor elemen garis  berikut untuk koordinat kartesis: ds

  zyxkar edzedyedxsd ˆˆˆ ++=
r  (49) 

dan 

  zyrsil edzerdedrsd ˆˆˆ ++= θr  (50) 

untuk koordinat silinder dimana rê ,  dan θê zê  adalah vektor satuan yang ortogonal satu 

sama lainnya. Sementara itu, berdasarkan persamaan (48), panjang elemen untuk masing-

masing sistem adalah:  
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++−=++=

=

==

θ

θθθθθθ

θθθθθ

θθθθθθ

4444444 34444444 21

44 344 2144 344 21

(51) 

Terlihat bahwa ungkapan bagi panjan elemen  untuk koordinat kartesis dengan silinder 

memiliki kesamaan bentuk. Dapat dibuktikan bahwa elemen permukaan dan volumenya 

juga memiliki kesamaan bentuk. 

ds

 Berdasarkan ciri (i) elemen garis, permukaan dan volume yang secara umum 

membentuk kurva, maka sistem-sistem koordinat dengan ciri tersebut dinamakan sebagai 

”sistem koordinat kurvilinier”. Khusus jika terdapat pula ciri-ciri tambahan (ii) panjang 

elemen garis, luas permukaan dan volume memiliki kesamaan dengan koordinat kartesis 

dan (iii) vektor-vektor satuannya saling ortogonal, maka dinamakan sebagai ”sistem 

koordinat kurvilinier ortogonal”. Perlu dicatat bahwa koordinat kartesis pun termasuk 

dalam kategori koordinat kurvilinier ortogonal. 

 Dalam ungkapan vektor elemen garis sdr , secara umum untuk sebuah sistem 

koordinat kurvilinier  dituliskan sebagai: ( 321 ,, xxx )
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  333222111 ˆˆˆ dxhedxhedxhesd ++=
r  (52) 

dengan ,  merupakan koefisien yang dapat berupa fungsi . Untuk 

sistem yang tidak ortogonal, elemen panjangnya diberikan oleh: 

ih 3,2,1=i ( 321 ,, xxx )

   (53) 
2
33323321331

3223
2
2221221

31132112
2
111

2

dxgdxdxgdxdxg

dxdxgdxgdxdxg

dxdxgdxdxgdxgds

++

++

++=

dengan . Dalam notasi dengan menggunakan indeks boneka (yang akan 

secara khusus dijelaskan dalam Bab 11), ungkapan (53) dapat dituliskan sebagai: 

jijiij eehhg ˆˆ •=

   (54) ∑∑
= =

=
3

1

3

1

2

i j
jiij dxdxgds

Sedangkan dalam bentuk matriks diberikan oleh: 
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 Untuk sistem yang ortogonal dengan mudah dapat dibuktikan bahwa ijji ee δ=• ˆˆ , 

dimana ijδ  merupakan simbol kronecker delta, sehingga 0=ijg  untuk ji ≠  dan 

mengakibatkan ungkapan (53) tereduksi menjadi: 

   (56) 2
333

2
222

2
111

2 dxgdxgdxgds ++=

dengan ,  dan . 2
111 hg = 2

222 hg = 2
333 hg =

7. Operator Vektor dalam Sistem Koordinat Kurvilinier Ortogonal  

 Pada pembahasan mengenai analisis vektor di Bab 6 buku Fisika matematika I, 

kita telah mempelajari mengenai bentuk operator gradient, divergensi, Laplacian dan 

rotasi dalam sistem koordinat kartesis. Dalam sistem koordinat kurvilinier yang 

ortogonal, operator gradien ∇  yang bekerja pada  sebuah fungsi skalar U  memiliki 

bentuk sebagai berikut: 

r
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∂
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 (57) 

 178



 Contoh 2.3. Tinjau operator gradien untuk sistem koordinat silinder. Karena 

, rx =1 θ=2x  dan  sedangkan zx =3 11 =h , rh =2  dan 13 =h , maka diperoleh: 
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 Selanjutnya, misalkan V  merupakan sebuah fungsi vektor: 

  ( ) ( ) ( )321333212232111 ,,ˆ,,ˆ,,ˆ xxxVexxxVexxxVeV ++=
r

 (58) 

maka divergensi dari fungsi tersebut diberikan oleh: 
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 Contoh 2.4. Tinjau divergensi fungsi  untuk sistem koordinat bola. Karena rx =1 , 

θ=2x  dan φ=3x  sedangkan 11 =h , rh =2  dan θsin3 rh =  (buktikan!), maka 

diperoleh: 

  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇ •

φθ

φθ

φ
θ

θθ

φ
θ

θ
θ

θ

VV
r

Vr
rr

rVVrVr
rr

V

r

r

sin
sin
11

sinsin
sin
1

2
2

2
2

rr

  

 Sementara itu, untuk Laplacian yang bekerja pada fungsi skalar U  diberikan 

oleh: 
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 Contoh  koordinat silinder. Karena 

rx =1 , θ=2x  dan  sedangkan zx =3 11 =h , rh =2  dan 13 =h , maka diperoleh: 
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bentuk ungkapannya diberikan oleh: 
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Untuk sistem koordinat silinder bentuknya adalah (buktikan!): 
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ar pada 

ga buah pegas dengan konstanta , sebagaim sikan pada Gambar 3. 

agi partikel dengan massa 

 sistem tersebut diberikan oleh

8. Contoh Penerapan dalam Fisika 

 Tinjau dua buah partikel dengan massa 1m  dan 2m  terikat secara mendat

 k ana diilustrati

 

k  k  k  

m m

1x  2x   

 

 

 

 

 Misalkan 1x  dan 2x  merupakan koordinat b m , 

Gambar 3 

sehingga energi kinetik : 

22   2
11

pegas. Pegas di sebelah kiri mengalami peregangan sebesar  sehingga energi potensial 

yang ditimbulkan sebesar 

1 22
xmxmT && +=  (63) 

Untuk menentukan energi potensialnya dapat dilakukan dengan meninjau masing-masing 

1x

2
12

2

1 kx , demikian juga dengan pegas di sebelah kanan yang 

tertekan sebesar  sehingga energi potensialnya adalah x 2
2

1 . Sedangkan pegas yang 

ditengah regangannya adalah sebesar 

2
kx

21

ditimbulkannya sebes

xx − , sehingga energi potensial yang 

ar ( )2212
1 xxk − . Dengan demikian total energi potensialnya 

diberikan oleh  

( ) ( )xyyxkxxkkxkxV
222

222
2
1111 222

21
2
2

2 −+=−  (64) 

 y n  kaitnya adalah: 

1 ++=  

 dan Lagrangian a g ter

   ( )xyyxkkxxmxmL 222
2222 1
1111 2222

2
2
1 −+−−+= &&  (65) 
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Bentuk Lagrangian (65) dapat dituliskan dalam bentuk matriks sebagai berikut: 
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tnya untuk menyederhanakan permasalahan, kita cari harga eigen bagi persamaan 
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kan aan 
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λ  dan 32 =λ . Melalui cara yang persis sama dengan yang telah 

digunakan pada pasal 5, diperoleh vektor eigen satuan untuk 11 =λ  sebagi berikut: 
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Sedangkan untuk 32 =λ  adalah: 
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Sehingga dengan demikian diperoleh matriks pendiagonalnya adalah: 
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Sedangkan matriks diagonalnya diberikan oleh: 
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 Dari sini dapat dicari sistem koordinat 
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 (72) 

dan 
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engan demikian diperoleh Lagrangian dalam sistem koordinat baru sebagai 

berikut:   
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Perhtaikan bahwa tranformasi similaritas yang melibatkan matriks  terhadap matriks 

identitas pada suku energi kinetik tidak mengubah bagian tersebut. 

D

 Selanjutnya dengan menggunakan persamaan Euler-Lagrange: 
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dimana  diperoleh persamaan geraknya adalah: 2,1=i
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Solusi bagi persamaan (76) diberikan oleh: 
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m
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m
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Dengan  dan iA iα  merupakan konstanta yang tergantung pada kondisi awal. Kedua 

solusi merupakan modus normal dari vibrasi yang mungkin bagi sistem pegas yang 

dimaksud. Solusi (77a) terkait dengan vibrasi dengan frekuensi normal 
m
k

=1ω  

sedangkan solusi 
m
k3

2ω = . Jika solusi 1x′  dan 2x′  dikembalikan ke koordinat semula 

melalui transformasi rotasi (72) dimana DD =−1 , maka diperoleh: 
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2
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 Berdasarkan persamaan (79) jelas terlihat bahwa dalam koordinat asal, secara 

umum gerak partikel yang dimaksud merupakan superposisi dari dua gerak yang berbeda. 

Terlihat bahwa untuk vibrasi dengan 1ω  bergerak dengan fase yang sama sedangkan 

untuk vibrasi dengan frekuensi 2ω  bergerak dengan fase yang berlawanan.   
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BAB 11 

ANALISIS TENSOR 
 
 

1. Pendahuluan 

 Selama ini kita telah mengenal besaran-besaran fisis yang direpresentasikan 

secara skalar seperti temperatur misalnya, yang hanya memiliki besar, maupun secara 

vektorial seperti posisi, yang juga mengandung informasi mengenai arah di samping 

besarnya. Pada dasarnya kedua cara represtasi tersebut (skalar dan vektor), merupakan 

bagian dari suatu bentuk representasi yang lebih umum yang dinamakan sebagai 

”Tensor”. Secara umum besaran-besaran tensor merepresentasikan kuantitas-kuantitas 

yang disajikan dalam bentuk matriks. Dalam hal ini, besaran skalar yang hanya 

dinyatakan oleh sebuah kuantitas yang memiliki harga tertentu, dapat dipandang sebagai 

tensor yang direpresentasikan oleh matriks 11×  dan dinamakan sebagai tensor rank 0−  

yang, dan jelas sedangkan bahwa untuk besaran vektor dapat dipandang sebagai besaran 

tensor dengan representasi matriks 31×  atau tensor rank 1− . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Sebagai contoh besaran tensor rank 2−  yang representasinya dinyatakan oleh 

matriks  adalah tensor tekanan yang dilambangkan dengan 33× P
t

. Misalkan terdapat 

suatu volume berbentuk kubus yang pada bidang tegak lurus arah sumbu x  mengalami 

tekanan dan geseran, sebagaimana diilustrasikan dalam Gambar 1. Terlihat bahwa pada 

bidang zy −  mengalami tekanan  yang merupakan gaya persatuan luas xxP xx AF , 

x  

y  

z

xxP  

xzP  
xyP  

Gambar 1 

yA  

zA  xA  
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sedangkan bidang zx −  dan yx −  mengalami geseran yxxy AFP =  dan zxxz AFP =  

berturut-turut dimana ,  dan xA yA zA  adalah luas masing-masing bidang, maka untuk 

menentukan besar gaya total  dalam arah xF x  yang bekerja pada kubus tersebut, maka 

tekanan dan geseran yang dimaksud dapat dinyatakan dalam bentuk matriks baris berikut:  

( )xzPPxy

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

z

y

x

xyP

xxP

xx

xx

AP

P

 (1)    

sedangkan luas ketiga sisi tersebut dinyatakan dalam vektor berbentuk bentuk matriks 

kolom: 

   (2) 
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

A
A
A

Sehingga untuk memperoleh  dapat dilakukan dengan melakukan operasi berikut: xF

xF

=

=
   (3) 

( )

zxzyx

z

y

x

xzxy

APA
A
A
A

PP

++

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

 Perluasan bentuk di atas untuk mendapatkan gaya-gaya dalam arah  dan yF zF  

dengan mudah dapat dilakukan dengan membentuk tensor tekanan P
t

 sehingga: 

   (4) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

z

y

x

z

y

x

A
A
A

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
P
t

zy

yy

xy

P
P
P

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

F
F
F

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
P
P
P

dengan  

   (5) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

zzzx

yzyx

xzxx

P
P
P

P
t

Dalam bentuk yang lebih sederhana, bentuk persamaan (3) dapat dituliskan sebagai: 

  APF
rr t

•=  (6) 

 Tensor tekanan pada persamaan (5) merupakan salah satu contoh besaran yang 

direpresentasikan dalam bentuk matriks, beberapa besaran lain didefinisikan dalam 
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bentuk tersebut antara lain misalnya adalah momen inersia benda tegar, suseptibilitas 

listrik-magnet dan lain sebagainya. 

2. Indeks Boneka dan Konvesi Penjumlahan Einstein 

 Kembali kepada persamaan (4), jika kita gantikan indeks x , y  dan  dalam 

penulisan vektor 

z

F
r

, A
r

 dan tensor P
t

 dengan notasi 1, 2 dan 3 berturut-turut dan 

selanjutnya kita definisikan indeks-indeks baru i  dan j , dimana masing-masing dapat 

mewakili notasi 1 atau 2 atau 3, maka persamaan tersebut dapat dituliskan dalam bentuk: 

   (7) ∑
=

=
3

1j
jiji APF

Misal, untuk , dengan menetapkan 1FFx ≡ 1=i  sedangkan j  berjalan dari 1 hingga 3, 

maka diperoleh: 

   (8) 313212111

3

1
11 APAPAPAPF

j
ji ++== ∑

=

yang serupa dengan ungkapan pada persamaan (3). Perhatikan bahwa persamaan (7) juga 

dapat pula dituliskan dalam bentuk: 

   (9) ∑
=

=
3

1i
ijij APF

Jelas terlihat bahwa dengan menetapkan 1=j  sedangkan kali ini i  yang berjalan dari 1 

hingga, 3 maka ungkapan (8) dapat diperoleh kembali. Secara khusus, indeks i  dan j  

dinamakan indeks-indeks boneka (dummy indices), indeks boneka tersebut dapat saja 

ditulisakan sebagai  dan  atau a b α  dan β  dan lain sebagainya. 

 Pada penulisan persamaan (7) terlihat bahwa dalam ungkapan  indeks jij AP j  

muncul dua kali secara berurutan. Untuk menyingkat penulisan, telah lazim digunakan 

suatu konvensi yang dinamakan konvensi penjumlahan Einstein (Einstein summation 

convention), yang menyatakan bahwa setiap terdapat dua buah indeks boneka yang 

muncul berturutan maka secara implisit telah dimengerti bahwa penjumlahan terhadap 

indeks tersebut berlaku. Dalam konvensi ini penulisan ungkapan (7) adalah berikut: 

   (10) ∑
=

≡=
3

1j
jijjiji APAPF
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Perhatikan bahwa tanda penjumlahan Σ  tidak digunakan lagi, karena dua indeks sama 

yang berurutan telah menunjukan bahwa penjumlahan terhadapnya berlaku. 

3. Tensor dalam Koordinat Kartesis 

 Tidak semua kuantitas yang direpresentasikan dalam bentuk matriks dapat 

dikategorikan sebagai besaran tensor. Dalam Fisika, tensor memiliki karakter tersendiri 

yang dikaitkan dengan bagaimana ia bertransformasi dari suatu sistem koordinat ke 

koordinat yang lain. Untuk dapat menjelaskan bagaimana mendefinisikan sebuah tensor 

di dalam sistem koordinat kartesis, kita akan terlebih dahulu meninjau definisi vektor 

dalam koordinat tersebut. 

3.1. Definisi Tensor 

 Tinjau vektor posisi rr  yang bertransformasi ke secara rotasional ke koordinat 

kartesis lain yang komponennya dituliskan dalam bentuk berkut: 

   (11) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

′
′
′

2

2

1

332313

322212

312111

2

2

1

x
x
x

aaa
aaa
aaa

x
x
x

M
444 3444 21

dengan M  adalah matriks rotasi yang bersifat ortogonal dan memenuhi T1 MM =− , 

sehingga dengan demikian invers dari transformasi (11) adalah: 

   (12) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

′
′
′

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

2

2

1

333231

232221

121211

3

2

1

T

x
x
x

aaa
aaa
aaa

x
x
x

M
444 3444 21

dimana TM  merupakan transpos matriks M . Telah ditunjukkan dalam Bab 10 bahwa 

transformasi ini menyebabkan invariannya panjang vektor tersebut: 

   (13) 2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1 xxxxxx ++=′+′+′

 Dari dapat disimpulkan bahwa terhadap tranformasi ortogonal panjang vektor 

posisi tidak berubah. Berdasarkan hal ini, maka cukup beralasan jika kita mengatakan 

bahwa sebuah kuantitas V  dinamakan merupakan vektor kartesis jika ia bertransformasi 

secara ortogonal mengikuti bentuk (11) dan (12), atau dalam penulisan yang lebih 

kompak: 

r
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  VMV
rr

=′     dan    VMV ′=
rr T  (14) 

 Dengan memanfaatkan penulisan menggunakan indeks boneka, transformasi (14) 

dapat dinyatakan sebagai: 

  jiji VaV =′  (15) 

 Dengan memanfaatkan definisi vektor kartesis (tensor kartesis rank ) di atas, 

kita dapat mendefinisikan tensor rank

1−

2−  dengan  komponen sebagai berikut; tinjau 

tensor , i , , yang misalkan dapat dituliskan sebagai  

23

ijT 3,2,1=j

  jiij WUT =  (16) 

Asumsikan bahwa  dan  merupakan komponen-komponen dari vektor U  dan WiU jV
r r

 

yang bertransformasi secara ortogonal sebagai berikut: 

  jiji UaU =′  (17a) 

  jiji WaW =′  (17b) 

Sehingga dengan demikian, jelas bahwa: 

  ljlkikjiij WaUaWUT =′′=′  (18) 

Dengan mengatur kembali posisi masing-masing suku, persamaan (18) dapat dituliskan 

kembali sebagai: 

   lkjlikij WUaaT =′  (19) 

Mengingat , maka dengan demikian: kllk TWU =

  kljlikij TaaT =′  (20) 

Perlu dipertegas bahwa penulisan lengkap persamaan (20) adalah: 

   (21) ∑∑
= =

=′
3

1

3

1k l
kljlikij TaaT

Khusus untuk tensor (16) yang diperoleh melalui perkalian langsung dua buah vektor, 

dan secara simbolik dituliskan sebagai: 

  WUT
trt

⊗=  (22) 

dinamakan sebagai “dyadik” dan lambang “⊗ ” menyatakan operasi perkalian langsung 

atau direct product yang dalam bentuk matriks dituliskan sebagai: 
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   (23) ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

332313

322212

312111

321

3

2

1

VUVUVU
VUVUVU
VUVUVU

VVV
U
U
U

T

Penting untuk dicatat bahwa penulisan transformasi (20) dapat dituliskan sebagai berikut 

, sehingga dalam bentuk matriks berbentuk: ( ) ljklikjlklikkljlikij aTaaTaTaaT ===′ T

   (24) 1−=′ aTaT

dimana elemen dari matriks  adalah  dan mengingat . a ija 1T −= aa

 Dapat disimpulkan bahwa kuantitas umum  merupakan sebuah tensor kartesis 

jika transformasinya ke dalam sistem koordinat kartesis lain mengikuti persamaan (20). 

Perluasan definisi tensor untuk rank

ijT

3−  dapat dilakukan dengan mudah sebagai berikut; 

bahwa  merupakan sebuah tensor rankijkT 3− , dengan  komponen, dalam koordinat 

kartesis jika bertransformasi secara ortogonal mengikuti: 

33

  mnlkljnimijk TaaaT =′  (25) 

4. Tensor dalam Sistem Koordinat Umum 

 Kembali pada bentuk transformasi (11). Tinjau hubungan untuk  sebagai 

berikut: 

1x′

  3132121111 xaxaxax ++=′  (26) 

Untuk memperoleh kembali elemen matriks ,  dan  dapat diperoleh lewat 

ungkapan turunan parsial berikut: 

11a 12a 13a

  
1

1
11 x

xa
∂
′∂

= , 
2

1
12 x

xa
∂
′∂

= , 
3

1
13 x

xa
∂
′∂

=  (27) 

sehingga transformasi  koordinat (11) dapat dituliskan pula dalam bentuk: 

  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
′∂

∂
′∂

∂
′∂

∂
′∂

∂
′∂

∂
′∂

∂
′∂

∂
′∂

∂
′∂

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

′
′
′

2

2

1

3

3

2

3

1

3
3

2

2

2

1

2
3

1

2

1

1

1

2

2

1

x
x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x
x

 (28) 

atau 
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  j
j

i
i x

x
x

x
∂
′∂

=′  (29) 

Perlu ditekankan bahwa hubungan (28) dan (29) diturunkan untuk kasus dimana 

hubungan antara komponen dalam sistem koordinat lama dan baru merupakan hubungan 

yang bersifat linier. Untuk kasus transformasi dari koordinat kartesis ke koordinat silinder 

θcosrx = , θsinry = ,  misalnya, jelas terlihat bahwa hubungannya tidak linier, 

sehingga dengan demikian hubungan semacam (29) tidak dapat menghubungkan 

keduanya. Tetapi, jika kita tinjau kuantitas berikut:  

zz =

   (49) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

′
′
′

3

2

1

212

212

3

2

1

100
0cossin
0sincos

dx
dx
dx

xxx
xxx

xd
xd
xd

dimana , rx =1 θ=2x  dan  sedangkan zx =3 xx =′1 , yx =′2  dan zx =′3 , maka dengan 

mudah dapat dilihat bahwa: 

  2
1

1 cos x
x
x

=
∂
′∂ , 21

2

1 sin xx
x
x

−=
∂
′∂ , 0

3

1 =
∂
′∂

x
x  (50a) 

  2
1

2 sin x
x
x

=
∂
′∂ , 21

2

2 cos xx
x
x

=
∂
′∂ , 0

3

2 =
∂
′∂

x
x  (50b) 

  0
1

3 =
∂
′∂

x
x

, 0
2

3 =
∂
′∂

x
x

, 1
3

3 =
∂
′∂

x
x

 (50c) 

sehingga dengan demikian dapat dituliskan: 

  j
j

i
i dx

x
x

xd
∂
′∂

=′  (51) 

 Berdasarkan kenyataan ini, kita dapat membuat definisi untuk vektor dalam 

sistem koordinat umum sebagai kuantitas yang bertransformasi menurut: 

  j
j

i
i V

x
x

V
∂
′∂

=′  (52) 

Khusus untuk koordinat kartesis, dapat dengan mudah dibuktikan bahwa:  

  
i

j

j

i
x
x

x
x

′∂

∂
=

∂
′∂

 (53) 
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Tetapi hal ini dapat saja tidak berlaku bagi transformasi koordinat umum. Berdasarkan 

hal ini, dalam sistem koordinat umum kita dapat membedakan jenis vektor terkait dengan 

bagaimana mereka bertransformasi mengikuti: 

  j
j

i
i V

x
x

V
∂
′∂

=′  (54) 

atau 

  j
j

i
i V

x
x

V
′∂

∂
=′  (55) 

Jika V  bertransformasi menurut persamaan (54), maka vektor tersebut dinamakan vektor 

kontravarian, sedangkan jika menurut persamaan (55) dinamakan vektor kovarian. Jelas 

bahwa berdasarkan kategori tersebut, diferensial dari koordinat umum merupakan 

komponen dari kontravarian vektor, sebagaimana yang oleh persamaan (51) 

r

 Dari sini, serupa dengan pembahasan mengenai definisi tensor kartesis, maka 

tensor secara umum dalam sebarang koordinat didefinisikan serupa dengan persamaan 

(20). Lebih khusus lagi berdasarkan klasifiskasi bentuk kovarian dan kontravarian, maka 

jenis-jenis tensor rank  misalnya dapat dibagi menjadi: 2−

  Tensor kontravarian : mn
n

j

m

i
ij T

x
x

x
x

T
∂

′∂

∂
′∂

=′  (56a) 

  Tensor kovarian : mn
n

j

m

i
ij T

x
x

x
x

T
′∂

∂

′∂
∂

=′  (56b) 

  Tensor campuran : mn
n

j

m

i
ij T

x
x

x
x

T
′∂

∂

∂
′∂

=′  (56c) 

 Sebagai catatan akhir, pengunaan konsep tensor yang dikaitkan dengan sifat 

geometri transformasi koordinat banyak dijumpai dalam Teori Relativitas Einstein.  
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BAB 12 

FUNGSI-FUNGSI KHUSUS 
 
 

1. Pendahuluan 

 Pada bab ini dibahas perumusan mengenai beberapa fungsi-fungsi khusus yang 

didefinisikan baik dalam bentuk integral maupun deret. Fungsi-fungsi ini kerap muncul 

dalam Fisika sebagai solusi bagi suatu persamaan diferensial tertentu atau bagi keperluan 

lainnya. Secara umum fungsi-fungsi ini tidak memiliki bentuk eksak yang tertutup dan 

nilainya telah dihitung secara aproksimatif dan disajikan dalam bentuk tabel. Tujuan 

pembahasan dalam bab ini bukan untuk mendalami secara detail sifat-sifat fungsi 

tersebut, tetapi lebih ditekankan pada pengenalan definisinya. 

2. Fungsi Gamma 

 Fungsi pertama yang kita tinjau adalah fungsi Gamma ( )xΓ  yang didefinisikan 

sebagai hasil dari bentuk integral berikut: 

   ( ) ∫
∞

−−=Γ
0

1 dtetx tx  (1) 

Telah diketahui bahwa bentuk integral pada ruang kanan persamaan (1) tidak dapat 

diselesaikan. Integral di atas dapat dibuktikan konvergen untuk semua 0>x , walaupun 

dalam rentang 10 << x  menjadi tak wajar mengingat fungsi integran singular pada limit 

bawahnya. Selanjutnya lakukan integrasi perbagian berikut: 

  ( ) ( )

( )
4434421

43421

1
0

11

0
0

1

0

1 1

−Γ

∞
−−−

=

∞−−
∞

−− ∫∫ −+−=

x

txtxtx dtetxetdtet  (2) 

sehingga diperoleh suatu hubungan rekursif: 

  ( ) ( ) ( )11 −Γ−=Γ xxx  (3) 

Misalkan nx ≡  merupakan bilangan integer, maka berdasarkan hubungan rekursif (3) 

dapat kita peroleh bahwa: 

  
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )11221
22111

Γ××−Γ−−=
−Γ−−=−Γ−=Γ

•Lnnn
nnnnnn

 (4) 

Dari integral (1) jelas terlihat bahwa: 
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  ( ) 11
0

==Γ ∫
∞

− dte t  (5) 

Dengan demikian diperoleh: 

  ( ) ( )!1−=Γ nn  (6) 

atau dapat pula dituliskan sebagai: 

   ( ) !1 nn =+Γ  (7)  

Jelas bahwa untuk n  yang integer, fungsi Γ  merupakan fungsi faktorial. Berdasarkan 

persamaan (7), kadang pula dituliskan untuk sebarang x  bentuk berikut: 

   ( ) !1 xx =+Γ  (8) 

sehingga Γ  lazim pula dinamakan sebagai fungsi faktorial. 

 Untuk mengetahui secara lengkap rentang definisinya, tinjau definisi (1) yang 

dengan jelas mengindikasikan bahwa untuk 1>x , Γ  terdefinisi. Selanjutnya tinjau 

persamaan (3) dituliskan kembali dalam bentuk berikut: 

  ( ) ( )11
+Γ=Γ x

x
x  (9) 

Karena ( ) 11 =Γ , Jelas bahwa  

  ( ) ∞=Γ 0  (10) 

sehingga 0=x  tidak masuk dalam rentang definisi. Sekarang tinjau rentang 10 << x . 

Berdasarkan persamaan (9) dengan jelas terlihat bahwa dalam rentang tersebut fungsi Γ  

terdefinisi mengingat ( )1+Γ x  terdefinsi pada 10 << x . Selanjutnya misalkan 1−=x , 

maka diperoleh: 

  ( ) ( ) ∞=Γ
−

=−Γ 0
1

11  (11) 

dan mengingat hubungan rekursi (9), maka untuk semua nx −=  dapat dtuliskan sebagai 

(buktikan!): 

  ( ) ( )
( )( ) ( )121

0
−××+−+−−

Γ
=−Γ

Lnnn
n  (12) 

atau (buktikan!): 

  ( )
( )

( )0
!1

1
Γ

−
=−Γ

n
n n  (13) 
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maka jelas bahwa fungsi Γ  juga tidak terdefinisi untuk semua integer negatif. Kemudian 

tinjau persamaan (9) untuk rentang 01 <<− x : 

  ( ) ( )11
+−Γ

−
=Γ x

x
x  (14) 

dimana 01 >− x , yang mengindikasikan bahwa dalam rentang tersebut fungsi tersebut 

juga terdefinisi. Dengan mengacu pada hubungan rekursi (3) jelas bahwa untuk 0<x  

yang bukan integer negatif ( )xΓ  terdefinisi. Dari hasil di atas jelas dapat disimpulkan 

bahwa rentang terdefinisinya fungsi Γ  adalah { }nxxx −∉∞<<∞−= ,0,  dengan n  

integer positif. 

 Tinjau kasus dengan 21=x . Berdasarkan definisi (1) integral yang harus 

dipecahkan adalah: 

  ( ) ∫
∞ −

=Γ
0

21 dt
t

e t
 (15) 

Misalkan kita lakukan substistusi variabel 2ut =  sehingga ududt 2= , maka persamaan 

(15) menjadi: 

  ( ) ∫∫
∞

−
∞ −

==Γ
00

2
2

2221 dueudu
u

e u
u

 (16) 

yang juga dapat dituliskan kembali dalam variabel boneka lainnya sebut saja w  sebagai 

berikut: 

  ( ) ∫
∞

−=Γ
0

2
221 dwe w  (17) 

Dengan mengalikan persamaan (15) dengan (16) diperoleh: 

  ( ) ( )∫ ∫
∞ ∞

+−=Γ
0 0

2 22
421 dudwe wu  (18) 

Selanjutnya lakukan transformasi ke koordinat polar θcosru =  dan θsinrw =  dengan 
222 rwu =+  dan θrdrddudw =  sehingga: 

  ( ) ∫ ∫
∞

−=Γ
2

0 0

2 2
421
π

θrdrde r  (19) 
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Dapat dengan mudah ditunjukkan bahwa hasil integraal (18) diberikan oleh: 

  πθ
π

=∫ ∫
∞

−
2

0 0

2
4 rdrde r  (20) 

sehingga dengan demikian diperoleh bahwa: 

  ( ) π=Γ 21  (21) 

Hubungan lain yang penting terkait dengan fungsi Γ  adalah: 

  ( ) ( )
x

xx
π
π

sin
1 =−ΓΓ  (22) 

Hal lain yang patut dicatat adalah, bahwa untuk x  yang cukup besar, nilai ( )1+Γ x  dapat 

diaproksimasi melalui formula Stirling berikut: 

  ( ) xexxx xx π2~!1 −=+Γ  (23) 

 Contoh 2.1. Tentukan ( )25Γ . Tuliskan ( ) ( ) ( )( ) ( )212123232325 Γ=Γ=Γ . 

Karena ( ) π=Γ 21 , maka ( ) 4325 π=Γ .  

3. Fungsi Beta   

 Fungsi Beta, ( )yx,Β  didefinisikan sebagai: 

  ( ) ( )∫ −− −=Β
1

0

11 1, dtttyx yx  (24) 

Dengan melakukan transformai variabel θ2sin=t , sehingga θθθ ddt cossin2=  dan 

θ2cos1 =− t  dimana syarat batas 1=t  terkait dengan 2πθ = , diperoleh bentuk lain 

bagi fungsi Β : 

  ( ) ∫ −−=Β
2

0

1212 cossin2,
π

θθθ dyx yx  (25) 

 Sedangkan jika dilakukan transformasi ( )uut += 1  (buktikan!) diperoleh bentuk 

alternatif lainnya: 

   ( )
( )∫

∞

+

−

+
=Β

0

1

1
, yx

x

u
duuyx  (26) 

Dalam hubungannya dengan fungsi Γ , dapat ditunjukkan bahwa: 
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  ( ) ( ) ( )
( )yx

yxyx
+Γ
ΓΓ

=Β ,  (27) 

 Berdasarkan hubungan di atas, maka untuk menentukan nilai bagi fungsi Β  dapat 

dilakukan dengan menggunakan tabel fungsi Γ . Perlu ditekankan bahwa rentang definisi 

bagi fungsi Β  mengikuti rentang fungsi Γ  dengan mengacu pada hubungan (26). 

 Untuk membuktikannya, tinjau bentuk berikut: 

  ( ) ( ) ( )∫ ∫
∞ ∞

+−−−=ΓΓ
0 0

11 dtdsestyx styx  (28) 

Kemudian lakukan transformasi berikut: 

  uwt = , ( )wus −= 1  (29) 

dengan modulus Jacobian terkait diberikan oleh (buktikan!): 

  ( )
( ) u

wu
stJ =

∂
∂

=
,
,  (30) 

Mengingat batas bawah integrasi dalam domain t  dan  s adalah 0=t  dan 0=s , 

sedangkan batas atasnya adalah ∞=t  dan ∞=s , maka jika kita mengambil batas bawah 

untuk 0=u  sedangkan batas atasnya adalah ∞=u , maka sebagai konsekuensinya, batas 

bawah untuk variabel 0=w  dan 1=w  untuk batas atasnya. Berdasarkan hal ini, maka 

transformasi integral (27) ke variabel ( )wu,  adalah: 

  ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫
∞

−−−−+ −=ΓΓ
1

0 0

111 1 dudwewwuyx uyxyx  (31) 

Dengan mengatur kembali integral (31) ke dalam bentuk berikut: 

  ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )
44 344 21444 3444 21

yx

uyx

yx

yx dueudwwwyx

+Γ

∞
−−+

Β

−− ∫∫ −=ΓΓ
0

1

,

1

0

11 1  (32) 

maka diperoleh: 

  ( ) ( ) ( ) ( )yxyxyx +ΓΒ=ΓΓ ,  (33) 

Sehingga persamaan (26) terpenuhi. 

4. Integral dan Fungsi Eliptik 

 Tinjau bentuk integral berikut: 
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  ( ) ∫
−

=
ϕ

ϕ

ϕϕ
0

22 sin1
,

k

dkF  (34) 

yang dinamakan sebagai integral eliptik jenis pertama dan: 

  ( ) ∫ −=
ϕ

ϕϕϕ
0

22 sin1, dkkE  (35) 

sebagai integral eliptik jenis kedua. Dimana k  dengan rentang 10 ≤≤ k  dinamakan 

sebagai modulus dan ϕ  amplitudo dari integral eliptik (33) dan (34). Integral eliptik  

dinamakan integral eliptik lengkap jika amplitudonya 2πϕ = . 

 Integral (33) dan (34) merupakan bentuk integral eliptik versi Legendre. Melalui 

transformasi: 

  ϕsin=x  (36) 

dengan  

  
21 x

dxd
−

=ϕ  (37) 

sehingga diperoleh bentuk lain sebagai berikut: 

  ( )
( )( )∫

−−
=

x

xkx

dxkxF
0 222 11

,  (38a) 

  ( ) ∫ −

−
=

x
dx

x
xkkxE

0
2

22

1
1,  (38b) 

yang dinamakan sebagai integral eliptik versi Jacobi. Bentuk integral eliptik baik dalam 

versi Legendre maupun Jacobi tidak dapat secara umum tidak dapat dievaluasi secara 

analitik. Nilai-nilainya untuk amplitudo tertentu disediakan dalam bentuk tabel yang 

diperoleh secara numerik. 

 Tinjau bentuk integral eliptik Jacobi (38a). Jika diambil 0=k , maka dapat 

dengan mudah diperoleh: 

  
( )

x
x

dxu
x

1

0 2
sin

1

−=
−

= ∫  (39) 

dimana ( )0,xFu ≡ .  
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 Jika kita lakukan inversi terhadap persamaan (39) maka diperoleh: 

  xu =sin  (40) 

Dengan memperluas cara pandang di atas untuk kasus dengan 0≠k  dan dengan 

mendefinisikan secara umum ( )kxFu ,≡ , maka serupa dengan persamaan (39) dapat 

dituliskan bentuk berikut bagi sebarang integral eliptik yang terkait: 

  
( )( )

x
xkx

dxu
x

1

0 222
sn

11

−=
−−

= ∫  (41) 

Dan serupa pula dengan (40) dituliskan inversi untuk (41): 

  ϕsinsn == xu  (42) 

[cf. persamaan (36)]. Dimana secara khusus usn  dinamakan fungsi eliptik Jacobi.  

 Mirip dengan fungsi-fungsi trigonometrik, dapat pula didefiniskan fungsi eliptik 

Jacobi ucn  melalui hubungan: 

  ϕcossn1cn 2 =−= uu  (43) 

Tinjau kembali integral eliptik versi Legendre pada persamaan (34), jelas terlihat bahwa: 

  
ϕϕ 22 sin1

1

kd
du

−
=  (44) 

Berdasarkan hubungan (44) dapat pula didefinisikan fungsi udn  melalui pendefinisian 

berikut: 

  uk
du
du 22sn1dn −==
ϕ  (45) 

Jelas bahwa fungsi-fungsi tersebut memenuhi hubungan: 

  1sncn 22 =+ uu  (46a) 

   1sndn 222 =+ uku  (46b) 

 Selanjutnya, untuk mengetahui turunan bagi masing-masing fungsi terhadap 

“variabel” u : 

  ( ) ( ) uu
du
d

du
d

du
ud dncncossinsn

===
ϕϕϕ  (47a) 

  ( ) ( ) uu
du
d

du
d

du
ud dnsnsincoscn

−=−==
ϕϕϕ  (47b) 
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  ( ) uuk
du
d

k

kk
du
d

du
ud cnsn

sin1

cossinsin1dn 2
2

2
2 −=

−
−=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −=

ϕ

ϕ

ϕϕϕ  (47c) 

5. Contoh Penerapan dalam Fisika   

 Sebagai contoh kasus sederhana kita tinjau gerakan bandul sederhana yang terjadi 

akibat dipengaruhi oleh gaya gravitasi.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Berdasarkan hukum kedua Newton, penggambaran dinamika gerak bandul 

dengan massa m tersebut diberikan oleh persamaan diferensial berikut: 

 θθ sin2

2

l
g

dt
d

−=  (48) 

 Persamaan (48) dapat dipecahkan manipulasi sebagai berikut; kalikan kedua ruas 

persamaan dengan dtdθ , sehingga 

  θθθθ sin2

2

dt
d

l
g

dt
d

dt
d

−=  (49) 

Kemudian berdasarkan identitas 
2

2

2

2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

dt
d

dt
d

dt
d

dt
d θθθ  dan ( )

dt
d

dt
d θθθ cossin =− , 

Selanjutnya kalikan persamaan (49) dengan 2ml  sehingga persamaan (48) dapat kembali 

dituliskan sebagai berikut: 

  0cos
2
1 2

2 =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θθ mgl

dt
dml

dt
d  (50) 

mg

θ  

θsinmg  θ  

Gambar 1. 

l  
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Suku pertama pada ungkapan persamaan di atas tidak lain merupakan energi kinetik dari 

bandul tersebut 
2

2

2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

dt
dmlEK
θ  sedangkan ungkapan suku kedua tidak lain 

merupakan energi potensial bandul θcosmglEP −=  yang diukur dari pangkal tali, 

sehingga jelas suku pada kurung siku tersebut adalah energi total bandul E . Karena ruas 

kanan persamaan (48) sama dengan nol, maka ungkapan di dalam kurung siku pada ruas 

kiri harus merupakan sebuah konstanta: 

  Emgl
dt
dml =−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θθ cos

2
1 2

2  (51) 

dimana 0>E . Dengan sedikit manipulasi akhirnya diperoleh: 

   θθ cos2 21
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

mgl
E

l
g

dt
d  (52) 

yang merupakan persamaan diferensial nonlinier orde satu. Persamaan (51) dapat 

diselesaikan secara implisit dengan mengubahnya menjadi: 

  
θ

θ

cos

2 21

+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

mgl
E

ddt
l
g  (53) 

Sehingga solusinya adalah: 

   ∫∫
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

θ

θ

θ

00

21

cos

2

mgl
E

ddt
l
gt

 (54) 

atau 

  ∫
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

θ

θ

θ

0

21

cos
2

mgl
E

d
g
lt  (55) 

Ruas kanan pada solusi implisit (55) dapat ditransformasikan menjadi integral eliptik. 

Untuk memperolehnya, gunakan identitas trigonometri 2sin21cos 2 θθ −=  kemudian 

definisikan 
21

1⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

mgl
Ek  sehingga ungkapan (56) berubah menjadi 
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  ∫
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

θ

θ

θ

0
22

21

2sin22 k

d
g
lt  (56) 

Kemudian definisikan 2sin2sin φθ k=  dengan ( ) φφθθ dkd cos22cos = , 

sehingga 

  ∫
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

φ

φ

φ

0
22

21

2sin1 k

d
g
lt  (57) 

Selanjutnya tinjau integral pada ruas kanan persamaan (57), misalkan φsin=x  dengan 

φφ ddx cos=  dan 22 1cos x−=φ , sehingga: 

  ∫∫
−−

=
−

x

xkx

dx

k

d

0
222

0
22 2112sin1

φ

φ

φ  (58) 

dan jelas bahwa: 

  ∫∫
−

=
−−

=
φ

φ

φ

0
22

0
222 2sin1211 k

d

xkx

dxu
x

 (59). 

Dari sini, kita dapat memformulasikan solusi eksplisit bagi persamaan nonlinier (48) 

dengan menuliskan kembali integral (56) sebagai: 

  ( ) ( )[ ]k
g
l

g
lt 2sin2snsinsn 1-

21
1-

21

θφ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  (60) 

sehingga dengan demikian solusi eksplisit yang dicari adalah: 

  ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= − t

l
gkt

21
1 sn

2
sin2θ  (61) 

dengan modulus 2k . 

 

 

 



BAB 13 

SOLUSI DERET PERSAMAAN DIFERENSIAL BIASA 
 
 

1. Pendahuluan 

  Pada Bab 8 buku Fisika Matematika I, kita telah membahas beberapa teknik untuk 

memecahkan persamaan diferensial biasa (PDB) secara analitik, sehingga diperoleh 

solusi yang bersifat eksak dalam bentuk fungsi tertentu. Pada umumnya, tidak semua 

persamaan diferensial biasa dapat dipecahkan melalui teknik-teknik tersebut, sehingga 

diperlukan metode lain seperti metode numerik, metode solusi deret atau metode-metode 

lainnya. Pada bab ini, secara khusus dibahas metode penyelesaian untuk kelas-kelas PDB 

tertentu melalui metode penyelesaian solusi deret polinom. 

 Pada dasarnya, solusi deret ini dalam batasan tertentu dapat pula menghasilkan 

solusi eksak yang terkait dengan fungsi eksak non-polinomial. Tetapi pada umumnya, 

solusi yang menghendaki kehadiran deret yang jumlahnya tidak berhingga tersebut belum 

tentu dapat dinyatakan dalam bentuk fungsi eksak non-polinomial. Sebagai contoh 

sederhana, tinjau PDB berikut: 

   yy −=′′  (1) 

dengan 22 dxydy =′′ . Jelas, bahwa PDB (1) memiliki solusi: 

  xBxAy sincos +=  (2) 

dengan  dan A B . Sekarang kita misalkan bahwa solusi bagi PDB tersebut berbentuk 

deret polinom yang dituliskan sebagai berikut: 

   (3) ∑
∞

=
=

0n

n
n xcy

dengan  merupakan koefisien ekspansi yang dapat berbentuk bilangan kompleks. 

Substitusikan persamaan (3) ke dalam persamaan (1) dengan (buktikan!): 

nc

( )∑
∞

=

−−=′′
2

21
n

n
n xcnny  

sehingga diperoleh: 

    (4) ( ) ∑∑
∞

=

∞

=

− −=−
02

21
n

n
n

n

n
n xcxcnn
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Perhatikan bahwa penjumlahan pada ruas kiri dan kanan persamaan (4) tidak sama. Agar 

penjumlahannya memiliki struktur yang sama, kita pergunakan indeks boneka m , 

2−= n , selanjutnya, indeks boneka pada suku di ruas kanan persamaan (4) 

kita gantikan juga dengan m  sehingga diperoleh persamaan dalam bentuk berik

dimana 

ut: 

m

   (5) ( )( ) ∑∑
∞

=

∞

=
+ −=++

00
212

m

m
m

m

m
m xcxcmm

Dari sini dapat dengan mudah dilihat bahwa kita dapat mendefinisikan hubungan antara 

 dengan  melalui hubungan: mc 2+mc

   ( )( ) mm c
mm

c
12

1
2 ++

−=+  (6) 

yang diperoleh dengan menyamakan pangkat variabel x . Kita tinjau terlebih dahulu 

untuk  dan : 0=m 1=m

  02 12
1 cc
×

−= , 13 23
1 cc
×

−=  (7) 

Sekarang kita gunakan koefisien-koefisien   dan  untuk memperoleh  dan : 2c 3c 4c 5c

  24 34
1 cc
×

−= , 35 45
1 cc
×

−=  (8) 

Dengan mensubstitusikan persamaan (7) ke dalam persamaan (8) diperoleh: 

   ( )
004 !4

1
1234

1 ccc −
−=

×××
=  (9a) 

  ( )
115 !5

1
12345

1 ccc −
−=

××××
=  (9b) 

 Dari hubungan-hubungan di atas, jelas bahwa secara umum untuk  lainnya 

dengan  yang genap dan ganjil dapat diperoleh melalui hubungan rekursi berikut 

(buktikan!): 

mc

2≥m

  ( ) 0
2

!
11 c
m

c m
m −= ,  genap (10a) m

   ( )( )
1

21

!
11 c
m

c m
m

+−= ,  ganjil (10b) m

Dengan demikian, ekspansi deret yang diberikan pada persamaan (1) dapat dituliskan 

dalam basis  dan  sebagai berikut: 0c 1c
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  ( ) ( )( )∑∑
∞

=

+
∞

=
−+−=

ganjilm

m
m

genapm

m
m

m
xc

m
xcy

!
1

!
1 21

1
2

0  (11) 

Jika kita uraikan secara eksplisit ungkapan (11) sebagai berikut: 

  
4444 34444 214444 34444 21

x

xxxxc

x

xxxcy

sin

...
!7!5!3

cos

...
!6!4!2

1
753

1

642

0 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−+−+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−+−=  (12) 

Berdasarkan uraian Taylor, deret dengan koefisien  dan  tidak lain adalah 0c 1c xcos  dan 

. Dengan menyamakan xsin Ac =0  dan Bc =1 , maka solusi PDB (1) yang diberikan 

oleh persamaan (2) diperoleh kembali.  

 Persoalan di atas adalah contoh dimana solusi deret (12) yang diperoleh dapat 

dinyatakan dalam bentuk fungsi tertentu, yang alam hal ini adalah xcos  dan . 

Sebagaimana telah disinggung di awal, bahwa hal ini tidak berlaku umum. Selanjutnya, 

dari solusi (12) jelas terlihat bahwa masing-masing deret polinom bersifat konvergen, dan 

ini adalah kondisi yang harus dipenuhi agar deret tersebut merupakan solusi bagi PDB 

terkait. 

xsin

2. Metode Frobenius 

 Secara umum, suatu PDB dapat memiliki beberapa buah solusi sekaligus. Tetapi, 

berdasarkan solusi deret yang dicontohkan pada bagian pendahuluan di atas, kita hanya 

memperoleh satu jenis solusi. Untuk mengantisipasi hal tersebut, telah diperkenalkan 

suatu metode solusi deret yang secara khusus dinamakan metode Frobenius. Sedikit 

berbeda dengan bentuk ekspansi polinom yang diberikan oleh persamaan (3), pada 

metode Frobenius ini bentuk ekspansi polinom-nya diberikan oleh: 

   (13) ∑
∞

=

+=
0n

sn
n xcy

Telah diperkenalkan parameter riil baru, yakni , pada ekspansi (13) yang akan 

diperlihatkan kemudian dapat menentukan jumlah solusi yang mungkin bagi PDB terkait.  

s

 Untuk melihat hal tersebut, ada baiknya jika kita meninjaunya melalui contoh 

sebagaimana yang dilakukan dalam bagian pendahuluan. Tinjau PDB berikut: 

  ( ) 024 22 =++′+′′ yxyxyx  (14) 
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dengan dxdyy =′ . Berdasarkan ekspansi (13) maka untuk y′  dan  masing-masing 

diberikan oleh: 

y ′′

   (15a) ( )∑
∞

=

−++=′
0

1

n

sn
n xcsny

   (15b) ( )( )∑
∞

=

−+−++=′′
0

21
n

sn
n xcsnsny

Substitusikan ungkapan (15) ke dalam persamaan (14) diperoleh: 

   (16) ( )( ) ( ) 0241 2

0
=++++−++ +++

∞

=

++∑ sn
n

sn
n

n

sn
n

sn
n xcxcxcsnxcsnsn

Perhatikan suku terakhir pada ruas kiri persamaan (16): , dengan mengganti 

, maka ungkapan tersebut dapat dituliskan kembali dalam bentuk berikut: 

∑
∞

=

++

0

2

n

sn
n xc

2−→ nn

   (17) ∑
∞

=

+
−

2
2

n

sn
n xc

sehingga persamaan (16): 

  (18) ( )( ) ( ) 0241
2

2
0

=++++−++ ∑∑
∞

=

+
−

+
∞

=

++

n

sn
n

sn
n

n

sn
n

sn
n xcxcxcsnxcsnsn

atau 

 
( ) ( )

( )( ) ( ) 0241

6523

2
2

2

1
1

2
0

2

=++++−++

++++++

∑∑
∞

=

+
−

∞

=

+++

+

n

sn
n

n

sn
n

sn
n

sn
n

ss

xcxcxcsnxcsnsn

xcssxcss
 (19) 

dimana dua suku pada baris pertama persamaan (19) berasal dari  dan . Di 

pihak lain, hubungan rekursif untuk  untuk  diberikan oleh: 

0=n 1=n

nc 2≥n

  
( )( ) ( )[ ]
( )( )[ ] n

nn

csnsn
csnsnsnc

23
2412

++++−=
+++−++−=−  (20) 

Sedangkan untuk  yang terkait dengan  berlaku kondisi: 0=n sx

   ( ) 023 0
2 =++ css  (21) 

Karena secara umum , sehingga dengan demikian: 00 ≠c
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   (22) 0232 =++ ss

Persamaan (22) secara khusus dinamakan sebagai persamaan indicial. Dari sini diperoleh 

harga yang mungkin untuk parameter s  adalah: 

  2−=s  dan 1−=s  (23) 

Selanjutnya tinjau untuk  yang terkait dengan  berlaku pula kondisi : 1=n sx +1

  ( ) 065 1
2 =++ css  (24) 

Untuk kasus dengan , dapat dengan mudah dibuktikan bahwa , dan 

dengan sendirinya persamaan (23) terpenuhi. Di pihak lain, untuk 

2−=s 0652 =++ ss

1−=s , 

, sehingga persamaan (23) menghendaki 0652 ≠++ ss 01 =c .   

 Setelah diperoleh harga dari parameter , selanjutnya dapat dicari solusi bagi 

masing-masing harga. Sebelumnya, kita tuliskan kembali hubungan rekursif (20) dalam 

bentuk: 

s

  ( )( ) 23
2

++++
−

= −

snsn
c

c n
n  (25) 

 Tinjau untuk , dimana hubungan (25) menjadi: 2−=s

   ( )1
2

−
−

= −

nn
c

c n
n , untuk  (26) 2≥n

Untuk kasus  genap diperoleh: n

  ( )
!

1,...,
!6

,
!4

,
!2

020
6

0
4

0
2 n

c
c

c
c

c
c

c
c n

n −===
−

=  (27) 

Sedangkan untuk n  ganjil  

   ( )( )
!

1,...,
!7

,
!5

,
!3

1211
7

1
5

1
3 n

cccccccc n
n

+−−=
−

==
−

=  (28) 

Dengan demikian berdasarkan eksapansi (17) solusi yang diperoleh adalah: 

  ( ) ( )( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−+−+= ∑∑

∞

≥=

+
∞

≥=

−

2

21
11

2

2
00

2

!
1

!
1

ganjiln

n
n

genapn

n
n

n
xcxc

n
xccxy  (29) 

Dengan sedikit manipulasi, serta mengacu pada deret (12), solusi (29) dapat diubah 

menjadi: 
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  ( ) ( )( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−+−= ∑∑

∞

≥=

+−
∞

≥=

−

2

212
1

0

22
0 !

1
!

1
ganjiln

n
n

genapn

n
n

n
xxxc

n
xxcy  (30) 

sehingga bentuk tertutup persamaan (30) adalah: 

  2
10 sincos

x
xcxc

y
+

=  (31) 

 Selanjutnya tinjau kasus dengan 1−=s , dimana hubungan rekursi (25) diberikan 

oleh: 

  ( )1
2

+
−

= −

nn
c

c n
n , untuk  (32) 2≥n

Mengingat untuk kasus ini , maka 01 =c 0=nc  untuk n  ganjil, sedangkan untuk n  

genap diberikan oleh: 

  ( ) ( )!1
1,...,

!7
,

!5
,

!3
020

6
0

4
0

2 +
−===

−
=

n
c

c
c

c
c

c
c

c n
n  (33) 

sehingga solusinya adalah: 

  ( ) ( )∑
∞

≥=

−

+
−=

0

21
0 !1

1
genapn

n
n

n
xxcy  (34) 

Dengan mengubah persamaan (34) menjadi: 

  ( ) ( )∑
∞

≥=

+
−

+
−=

0

1
22

0 !1
1

genapn

n
n

n
xxcy  (35) 

diperoleh bentuk tertutupnya adalah: 

   2
0 sin

x
xc

y =  (36) 

Terlihat bahwa bagian dengan koefisien  pada solusi (31) sama dengan solusi (36). 

Dengan kata lain dapat disimpulkan bahwa solusi 

1c

2sin~ xxy , pada dasarnya terkait 

dengan  dan  sekaligus, sedangkan 2−=s 1−=s 2cos~ xxy  terkait dengan 1−=s  

saja. 

 Sebagai catatan akhir, secara umum metode Frobenius dapat dipergunakan untuk 

memecahkan PDB dalam bentuk: 

  ( ) ( ) ( ) 0=+′+′′ yxryxqyxp  (37) 

 208



dimana ,  dan  merupakan polinom dalam ( )xp ( )xq ( )xr x . Untuk memperoleh 

persamaan indicial bagi parameter  dilakukan dengan memasukkan ekspansi (13) ke 

dalam PDB terkait dan selanjutnya dengan mengelompokkan suku-suku dengan pangkat 

s

x  terkecil. Perlu ditekankan bahwa metode ini tidak selalu berhasil dalam penerapannya.  

3. Persamaan dan Polinom Legendre 

 Selanjutnya, dengan menggunakan metode Frobenius kita akan memecahkan 

salah satu PDB yang banyak ditemui dalam Fisika yang dikenal sebagai persamaan 

Legendre dalam bentuk berikut: 

  ( ) ( ) 0121 2 =++′−′′− yllyxyx  (37) 

dimana  sehingga bisa diparametrisasi oleh sudut 12 ≤x θ  melalui fungsi θcos  dan 

 merupakan bilangan integer. Persamaan (37) banyak dijumpai untuk problem yang 

menyangkut sistem koordinat bola. 

0≥l

3.1. Solusi PDB Legendre 

Berdasarkan ekspansi (13) dan turunannya (15) diperoleh: 

   (38) ( )( ) ( )( ) ( )[ ] 0111
0

2 =+++++−−++∑
∞

=

+−+

n

sn
n

sn
n xcllsnsnxcsnsn

Dengan mengatur kembali indeks 2+→ nn  didapatkan bentuk: 

 (39) ( )( ) ( )( ) ( )[ ] 01112
02

2 =+−+++−++++ ∑∑
∞

=

+
∞

−=

+
+

n

sn
n

n

sn
n xcllsnsnxcsnsn

atau 

   (40) 
( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )[ ] 01112

11

0
2

1
1

2
0

=+−+++−++++

+++−

∑
∞

=

++
+

+−+−

n

sn
n

sn
n

ss

xcllsnsnxcsnsn

xcssxcss

Terlihat bahwa suku pertama pada baris pertama persamaan (40): 

  ( ) 01 =−ss  (41) 

merupakan persamaan indicial terkait dengan akar 0=s  dan 1=s . Sedangkan dari baris 

kedua persamaan (40) diperoleh hubungan rekursif: 

  ( )( ) ( )
( )( ) nn c

snsn
llsnsnc
21

11
2 ++++

+−+++
=+  (42) 
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 Tinjau kasus dengan . Pada kasus ini, jelas terlihat bahwa suku kedua pada 

baris pertama persamaan (40): 

1=s

( ) 11 css + , menghendaki 01 =c . Sehingga mengakibatkan 

semua koefisien dengan  ganjil berharga nol. Di pihak lain, hubungan rekursif untuk 

kasus ini diberikan oleh: 

n

  ( )( ) ( )
( )( ) nn c

nn
llnnc

32
121

2 ++
+−++

=+ , untuk  genap (43) n

Sekarang kita tinjau untuk kasus 0=l . Dapat dengan mudah diperlihatkan bahwa solusi 

yang terkait adalah (buktikan!): 

  ∑
∞

= +
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++=

0

2
0

642
0 12

1...
7
1

5
1

3
11

m

mx
m

xcxxxxcy  (44) 

Karena selang untuk variabel x  adalah 11 ≤≤− x

12 =x

, maka salah satu syarat yang harus 

dipenuhi adalah deret yang dibentuk harus konvergen pada , walaupun deret 

tersebut konvergen untuk . Pada titik , kita memiliki deret  

12 =x

12 <x

  ∑
∞

= +
=+++

0 12
1...

7
1

5
1

3
11

m m
 (45) 

Melalui uji integral berikut: 

  ∞=
+∫

∞

dm
m0 12
1  (46) 

terlihat bahwa deret tersebut tidak konvergen. Sehingga dapat disimpulkan bahwa deret 

tersebut bukan solusi untuk PDB Legendre dengan 0=l .  

 Melalui cara yang sama tetapi jauh lebih rumit dapat diperlihatkan bahwa untuk 

PDB Legendre dengan , kasus 0≠l 1=s  tersebut juga tidak memberikan deret yang 

konvergen pada . Dapat disimpulkan bahwa kasus dengan 12 =x 1=s  tidak memberikan 

solusi bagi PDB yang dimaksud. 

 Selanjutnya tinjau kasus dengan 0=s , dimana hubungan rekursifnya diberikan 

oleh: 

  ( ) ( )
( )( ) nn c

nn
llnnc
21

11
2 ++

+−+
=+  (47) 

Berbeda dengan  1=s , pada kasus ini secara umum 11 ≠c . Perhatikan ungkapan  
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   ( ) ( )11 +−+ llnn  (48) 

pada hubungan rekursif (47). Melalui manipulasi berikut bentuk tersebut dapat diubah 

menjadi: 

  

( ) ( )

( )( ) ( )
( )( )1

11
22

22

++−=
−+−+=

−+−=

−−+=+−+

lnln
lnlnln

lnln

llnnllnn

 (49) 

Sehingga (47) berubah menjadi: 

   ( )( )
( )( ) nn c

nn
lnlnc

21
1

2 ++
++−

=+  (50) 

atau dalam bentuk yang lebih menguntungkan: 

   ( )( )
( )( ) nn c

nn
lnnlc

21
1

2 ++
++−

−=+  (51) 

Seperti halnya dengan contoh-contoh sebelumnya, maka pada kasus ini pun terdapat dua 

konstanta yakni  dan  yang masing-masing terkait dengan  genap dan ganjil 

melalui hubungan rekursif (51). Selanjutnya jabarkan solusi terkait dengan memisahkan 

antara bagian dengan n  genap dan ganjil sebagai berikut: 

0c 1c nc

( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )( )

( )( ) ( )( )( )( )

( )( )( )( )( )( )
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
+++−−−

−

++−−
+

+−
−

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+++−−
+

++−
−

+
−=

....
!7

642531
!5

4231
!3

21

....
!6

53142
!4

312
!2
11

7

53

1

642
0

xllllll

xllllxllx
c

xllllllxllllxllcy

 

    (52) 

Tinjau sebagai contoh pertama kasus dengan 0=l , dimana solusi (52) berubah menjadi: 

  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++++= ....

7
1

5
1

3
11 642

10 xxxxccy  (53) 

dimana suku-suku lainnya untuk koefisien  lenyap akibat perkalian dengan 0c 0=l . 

Terlihat bahwa untuk , suku dalam kurung pada ruas kanan persamaan membentuk 

deret harmonik: 

12 =x
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   ....
7
1

5
1

3
11 ++++  (54) 

yang divergen. Jelas agar solusi tersebut memenuhi syarat konvergensi pada selang 

1≤x , maka harus diambil , sehingga solusi yang dimaksud adalah: 01 =c

   0cy =  (55) 

Kemudian selanjutnya tinjau untuk kasus 1=l , dengan solusi terkait berbentuk: 

  xcxxxcy 1
642

0 ....
5
1

3
11 +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++−=  (56) 

Menarik, bahwa pada kasus ini pun untuk , suku dalam kurung pada ruas kanan 

solusi (56) juga membentuk deret harmonik (54) yang divergen. Dengan demikian jelas 

bahwa solusi yang benar untuk kasus 

12 =x

1=l  adalah dengan mengambil , sehingga 

solusinya adalah: 

00 =c

  xcy 1=  (57) 

Sebagai contoh terakhir, tinjau kasus dengan 2=l . Solusi (52) tereduksi menjadi: 

  ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−−+−= ....

35
4

5
1

3
1131 642

1
2

0 xxxxcxcy  (58) 

dimana untuk  solusi tersebut konvergen jika 12 =x 01 =c , sehingga solusinya adalah: 

  ( )2
0 31 xcy −=  (59) 

Melalui cara yang sama, solusi-solusi lainnya yang terkait dengan  dapat dibentuk. 

Pada pasal berikut akan ditunjukkan bahwa solusi PDB Legendre tersebut membentuk 

suatu polinom yang dinamakan Polinom Legendre. 

2>l

 Berdasarkan solusi deret bagi PDB Legendre yang telah diperoleh, terlihat bahwa 

yang memberikan solusi hanya dari akar persamaan indicial 0=s . Secara umum, untuk 

bentuk PDB dalam bentuk persamaan diferensial (37) berlaku teorema berikut; jika bagi 

fungsi polinom  pada PDB tersebut berlaku ( )xp ( ) 00 ≠p , maka dalam kasus tersebut 

hanya  yang memberikan solusi konvergen. Dalam kasus PDB terlihat bahwa 

, dimana . Sedangkan jika 

0=s
21 x−( )xp = ( ) 10 =p ( ) 00 =p , maka akar-akar persamaan 

indicial  dapat memberikan solusi yang konvergen.  0≠s
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3.2. Polinom Legendre 

 Telah kita peroleh solusi bagi PDB Legendre untuk kasus 0=l , 1 dan 2 sebagai 

berikut: 

  , ( ) 00 cxy = ( ) xcxy 11 = , ( ) ( )2
02 31 xcxy −=  (60) 

dengan , dimana subskrip  menunjukkan bahwa  adalah solusi untuk harga 

 terkait. Berdasarkan solusi tersebut, polinom Legendre 

( )xyy l≡ l ly

l ( )xPl  didefinisikan sebagai 

polinom yang terkait dengan solusi-solusi tersebut dimana kondisi ( ) ( ) 111 == ll yP  

berlaku. Misalkan untuk , dari kondisi 2=l ( ) 112 =y  menghendaki 210 −=c , sehingga 

polinom Legendre yang terkait adalah: 

  ( ) ( )13
2
1 2

2 −= xxP  (61) 

Dengan cara yang sama diperoleh ( ) 10 =xP  dan ( ) xxP =1 , sedangkan polinom untuk l  

lainnya dapat dicari dengan mengatur kembali solusi (52) dan mengkondisikan ( )1 1=ly . 

Tetapi jelas cara itu tidak efektif, mengingat kita harus mengatur kembali deret tersebut. 

Secara sederhana, polinom Legendre dapat diperoleh dengan cara yang relatif mudah 

melalui formula Rodrigues berikut: 

   ( ) ( )ll

l

ll x
dx
d

l
xP 1

!2
1 2 −=  (62) 

Untuk : 0=l

   ( ) ( ) 1
1
1

1.1
11

!02
1 02

0

0

00 ==−=
d
dx

dx
dxP  (63) 

Sedangkan untuk : 1=l

  ( ) ( ) ( ) x
dx

xdx
dx
dxP =

−
=−=

1
1.2

11
!12

1 212
1

1

11  (64) 

Dapat dengan mudah dibuktikan bahwa polinom Legendre (61) dapat pula diperoleh dari 

formula tersebut. 

 Tinjau fungsi berikut: 

  ( ) 221, hxhhx +−=Φ  (65) 
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dengan 1<h . Uraian Taylor disekitar 0=h  bagi fungsi tersebut adalah (buktikan!):  

  ( ) ( ) ...13
2
11, 22 +−++=Φ hxxhhx  (66) 

Terlihat bahwa tiga suku tersebut tidak lain adalah polinom-polinom Legendre sehingga 

uraian tersebut dapat dituliskan kembali dalam bentuk berikut: 

   (67) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

=
=+++=Φ

0
2

2
1

1
0

0 ...,
l

l
l xPhxPhxPhxPhhx

Fungsi  secara khusus dinamakan sebagai fungsi pembangkit (generating 

function) bagi polinom Legendre. 

( hx,Φ )

 Untuk membuktikan bahwa ekspansi Taylor (67) memang merupakan polinom 

Legendre tinjau diferensial berikut: 

   ( ) ( )
2325

22

2

2
2 21321

Φ
−

Φ

−
=

∂
Φ∂

−
∂

Φ∂
−

xhhx
x

x
x

x  (68) 

yang bentuknya diambil mengacu pada PDB Legendre (37). Selanjutnya dapat dibuktikan 

bahwa suku pada ruas kanan persamaan (68) adalah: 

  ( ) ( )
2

2

2325

22 213
h
hhxhhx

∂

Φ∂
−=

Φ
−

Φ

−  (69) 

Sehingga persamaan (68) menjadi: 

  ( ) ( ) 021 2

2

2

2
2 =

∂

Φ∂
+

∂
Φ∂

−
∂

Φ∂
−

h
hh

x
x

x
x  (70) 

Selanjutnya dengan mesubstitusikan ekspansi (67) diperoleh: 

  ( ) ( ) ( ) ( ) 021
0

1
2

2

00
2

2
2 =⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂

∂
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂

∂
− ∑∑∑

∞

=

+
∞

=

∞

= l
l

l

l
l

l

l
l

l xPh
h

hxPh
x

xxPh
x

x  (71) 

atau 

   (72) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0121
000

2 =++′−′′− ∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

= l
l

l

l
l

l

l
l

l xPhllxPhxxPhx

dengan 22 dxPdP ll ≡′′  dan dxdPP ll ≡′ . Karena penjumlahan pada PDB (72) tersebut 

memiliki pangkat yang sama dalam , maka untuk setiap orde-nya berlaku: h

   ( ) ( ) 0121 2 =++′−′′− lll PllPxPx  (73) 
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yang tidak lain merupakan PDB Legendre, sehingga dengan demikian  pada 

ekspansi (67) adalah polinom Legendre. 

( )xPl

3.2.1. Hubungan rekursi 

 Salah satu kegunaan dari fungsi pembangkit ini adalah untuk memperoleh 

hubungan rekursi di antara polinom Legendre yang berbeda orde. Tinjau identitas 

berikut: 

   ( )
h

h
x

hx
∂
Φ∂

=
∂
Φ∂

−  (74) 

Dengan mensubstitusikan ekspansi (67) diperoleh: 

    (75) ( ) ∑∑∑
∞

=

∞

=

−
∞

=
==′−

00

1

0 l
l

l

l
l

l

l
l

l PlhPlhhPhhx

atau 

    (76) ∑∑∑
∞

=

∞

=

+
∞

=
=′−′

00

1

0 l
l

l

l
l

l

l
l

l PlhPhPxh

Selanjutnya kita samakan orde dari masing-masing suku dengan mengantikan 1−→ ll  

untuk suku dengan , sehingga: 1+lh

    (77) ∑∑∑
∞

=

∞

=
−

∞

=
=′−′

11
1

0 l
l

l

l
l

l

l
l

l PlhPhPh

Sehingga dengan demikian diperoleh untuk setiap  dimana  hubungan rekursi 

berikut: 

lh 1≥l

   ( ) ( ) ( )xlPxPxPx lll =′−′ −1  (78) 

 Melalui manipulasi yang serupa terhadap identitas lain seperti persamaan (74), 

dapat pula diperoleh beberapa hubungan rekursi lain diantaranya: 

   ( ) ( ) ( ) ( )xPxPxPl lll 1112 −+ ′−′=+  (79a) 

   ( ) ( ) ( )xlPxPxxP lll 11 −− =′−′   (79b) 

   ( ) ( ) ( ) ( )xlxPxPlxPx lll −′=′− −1
21  (79c) 

3.2.2. Ortogonalitas 

 Salah satu sifat penting yang dimiliki polinom Legendre adalah ortogonalitasnya, 

dimana: 
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   , jika ( ) ( ) 0
1

1

=∫
−

dxxPxP kl kl ≠  (80) 

Untuk membuktikannya, tinjau PDB (37) untuk ( )xPl  dan ( )xPk dalam bentuk berikut: 

   ( ) ( ) 011 2 =++⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ − l
l Pll

dx
dP

x
dx
d  (81a) 

   ( ) ( ) 011 2 =++⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ − k
k Pkk

dx
dP

x
dx
d  (81b) 

Kemudian kalikan persamaan (81a) dengan ( )xPk  dan (81b) dengan , lalu 

integrasikan dengan batas  sampai 1: 

( )xPl

1−

   ( )[ ] ( ) 011
1

1

1

1

2 =++′− ∫∫
−−

dxPPlldxPx
dx
dP kllk  (82a) 

   ( )[ ] ( ) 011
1

1

1

1

2 =++′− ∫∫
−−

dxPPkkdxPx
dx
dP klkl  (82b) 

Selanjutnya kurangkan persamaan (82a) dengan (82b): 

( )[ ] ( )[ ] ( ) ( ) 01111
1

1

1

1

1

1

2
1

1

2 =+−++′−−′− ∫∫∫∫
−−−−

dxPPkkdxPPlldxPx
dx
dPdxPx

dx
dP klklkllk  

    (83)  

dan evaluasi integral berikut: 

   ( )[ ] ( )[∫∫
−−

′−−′−
1

1

2
1

1

2 11 dxPx
dx
dPdxPx

dx
dP kllk ]  (84) 

Melalui integrasi perbagian diperoleh untuk masing-masing integral pada persamaan (83) 

sebagai berikut: 

    

( )[ ] ( ) ( )

( )∫

∫∫

−

−−=−

′′−−=

′′−−′−=′−

1

1

2

1

1

2

1

10

2
1

1

2

1                                   

111

dxPPx

dxPPxPxPdxPx
dx
dP

kl

kllklk 321
 (85) 

Dengan cara yang sama diperoleh pula: 
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    ( )[ ] ( )∫∫
−−

′′−−=′−
1

1

2
1

1

2 11 dxPPxdxPx
dx
dP klkl  (86) 

Sehingga dengan demikian persamaan (83) menjadi: 

    (87) ( ) ( )[ ] 011
1

1

=+−+ ∫
−

dxPPkkll kl

Jelas bahwa jika , maka berlaku sifat ortogonalitas (80). kl ≠

 Berdasarkan sifat ortogonalitas tersebut, polinom Legendre dapat digunakan 

sebagai basis untuk menyatakan sebarang polinom lainnya atau dengan kata lain polinom 

tersebut dapat dipandang sebagai basis dari sebuah ruang vektor linier yang elemennya 

adalah fungsi-fungsi polinomial. Misalkan kita memiliki sebarang polinom berorde n , 

, maka polinom tersebut dapat dibangun atas superposisi polinom Legendre 

sebagai berikut: 

( )xQn

   ( ) ( ) ( ) ( ) .....221100 +++= xPaxPaxPaxQn  (88) 

dimana ortogonalitas-nya menjamin kondisi bebas linier berikut: 

   ( ) ( ) ( ) .....0 221100 +++= xPaxPaxPa  (89) 

jika dan hanya jika seluruh 0=na . Berdasarkan hal ini, jelas bahwa terhadap polinom 

Legendre  sebarang polinom ( )xPl ( )xnQ  berorde  dimana  berlaku: n nl >

     (90) ( ) ( ) 0
1

1

=∫
−

dxxQxP nl

 Contoh 3.1. Tinjau polinom ( ) 11 −= xxQ . Tunjukkan bahwa  

dengan 

( ) ( ) 0
1

1
12 =∫

−

dxxQxP

( ) ( ) 213 2
2 −= xxP  adalah polinom Legendre orde dua Evaluasi integral berikut: 

  

( ) ( ) ( ) ( )

( )

0
2
1

4
3

2
1                          

133
2
1                          

113
2
1

1

1

234

1

1

23

1

1

2
1

1
12

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−−=

+−−=

−−=

−

−

−−

∫

∫∫

xxxx

dxxxx

dxxxdxxQxP
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 Kelengkapan polinom Legendre lainnya yang penting adalah normalisasi polinom 

tersebut yang didefinisikan sebagai: 

  ( )[ ] 2

1

1

2 1
N

dxxPl =∫
−

 (91) 

dengan  merupakan faktor normalisasi. Untuk mengevaluasi integral (91), gunakan 

hubungan rekursi (78) yang dikalikan dengan 

N

( )xPl  dan diintegrasikan dengan batas 1−  

sampai 1 berikut: 

   (92) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫
−

−
−−

′−′=
1

1
1

1

1

1

1

2 dxxPxPdxxPxxPdxxPl lllll

Perhatikan integral kedua pada ruas kanan persamaan (92), berdasarkan sifat yang 

ditunjukkan pada persamaan (90) integral tersebut berharga nol mengingat 1−′lP  

merupakan polinom yang orde tertingginya adalah 2−l , karena selain berindeks 1−l , 

juga telah diturunkan terhadap x . Selanjutnya, evaluasi melalui integrasi perbagian 

terhadap integral pertama pada ruas kanan persamaan (92), yakni dengan memilih 

 dan , menghasilkan (buktikan!): ( )xxPu l= ( )dxxPdv l′=

  ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]∫∫∫
−−−−

−=−=′
1

1

2
1

1

2
1

1

2
1

1 2
11

2
1

2
dxxPdxxPxPxdxxPxxP lllll  (93) 

Sehingga persamaan (92) menjadi: 

  ( )[ ] ( )[ ]∫∫
−−

−=
1

1

2
1

1

2

2
11 dxxPdxxPl ll  (94) 

Dari sini dengan mudah diperoleh bahwa: 

  ( )[ ]
12

21

1

2

+
=∫

−
l

dxxPl  (95) 

dan faktor normalisasi yang dimaksud adalah: 

  
2

12 +
=

lN  (96) 

Hal ini mengindikasikan bahwa polinom: 

  ( )xPl
l2

12 +  (97) 

 218



merupakan polinom Legendre yang ortonormal. 

4. Fungsi Legendre Terasosiasi 

 Tinjau bentuk PDB berikut: 

   ( ) ( ) 0
1

121 2

2
2 =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
−++′−′′− y

x
mllyxyx  (98) 

dengan . PDB tersebut memiliki solusi yang terkait dengan polinom Legendre 

. Melalui transformasi berikut: 

22 lm ≤

( )xPl

   ( ) wxy
m 221−=  (99) 

Sehingga PDB (98) menjadi: 

  ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 011121 2 =+−++′+−′′− wmmllwxmwx  (100) 

Jelas terlihat bahwa untuk , persamaan tersebut tereduksi menjadi PDB Legendre 

sehingga solusinya adalah 

0=m

( ) ( )xPlxw = . Dengan mendiferensiasikan persamaan (100) 

terhadap x  diperoleh bentuk: 

  ( ) ( )( ) ( ) ( )[ ] 0111221 2 =′+−++′′+′+−′′−′′′− wmmllwxwmwxwx  (101) 

atau 

  ( ) ( )[ ] ( ) ( )( )[ ] 02111121 2 =++−++′++−′′− vmmllvxmvx  (102) 

dengan solusi  untuk ( ) ( )xPxwv l′=′≡ 0=m . Pada kondisi ini, PDB (102) berbentuk: 

  ( ) ( )[ ] 02141 2 =−++′−′′− vllvxvx  (103) 

atau dalam bentuk yang serupa dengan PDB (100), PDB (103) dapat dituliskan sebagai : 

  ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 011121 2 =+−++′+−′′− vmmllvxmvx  (104) 

dengan . Sehingga dengan demikian jelas bahwa 1=m ( )xPv l′=  merupakan solusi bagi 

PDB (100) dengan . Melalui cara ini, solusi PDB tersebut dapat diperluas untuk 

sebarang  yakni: 

1=m

m

  ( ) ( )
m
l

m

dx
xPd

xw =  (105) 

Sedangkan solusi untuk PDB (98), berdasarkan transformasi (99), diberikan oleh: 
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  ( ) ( ) ( ) m
l

mmm
l

dx
Pd

xxPxy
221−=≡  (106) 

 Fungsi ( )xPm
l  secara khusus dinamakan sebagai fungsi Legendre terasosiasi 

(associated Legendre function) yang dapat pula diperoleh melalui formula Rodrigues 

berikut: 

  ( ) ( ) ( )lml

mlm
l

m
l x

dx
dx

l
xP 11

!2
1 222 −−=

+

+
 (107) 

Sedangkan sifat ortogonalitasnya diberikan oleh: 

  ( ) ( )
( )
( )⎪

⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
−
+

+

≠

=∫
− kl

mk
mk

l

kl

dxxPxP m
k

m
l

,
!
!

12
2

,0
1

1

 (108) 

Dalam Fisika, PDB dengan bentuk serupa dengan (98) juga kerap kali muncul. 

5. Persamaan dan Fungsi Bessel 

 Sebagaimana halnya dengan persamaan Legendre, persamaan Bessel berikut: 

  ( ) 0222 =−+′+′′ yvxyxyx  (109) 

dengan  merupakan sebarang konstanta (tidak perlu integer), banyak dijumpai pada 

persoalan-persoalan di dalam Fisika, terutama untuk problem yang terkait dengan 

koordinat silinder.  

v

 Kembali kita gunakan metode Frobenius dengan mensubstitusikan ekspansi (13). 

Perhatikan, dengan mengacu pada bentuk umum PDB (37) jelas bahwa untuk PDB (109) 

, sehingga pada ekspansi yang diambil ( ) 00 =p 0≠s . Substitusi ekspansi (13) 

menghasilkan (buktikan!): 

 ( ) ( )[ ] ( )[ ]{ } 01
2

2
221

1
22

0
22 =+−++−++− ∑

∞

=

+
−

+

n

sn
nn

ss xccvsnxcvsxcvs  

   (110) 

Jelas terlihat bahwa persamaan indicial terkaitnya adalah: 

   (111) 022 =− vs

dengan akar-akar , yang menghendaki vs ±= 01 =c .  
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 Dari suku ketiga pada ruas kiri persamaan (110) terlihat bahwa hubungan rekursi 

bagi koefisien  dengan  genap dan nc 2≥n vs =  diberikan oleh: 

  
( ) ( )vnn

c
vvn

c
c nn

n 2
2

22
2

+
−=

−+
−= −−  (112) 

Selanjutnya, untuk memperoleh bentuk yang lebih mudah dikenali, lakukan transformasi 

 sehingga hubungan (112) berubah menjadi: nn 2→

  ( ) ( )vnn
c

vnn
c

c nn
n

+
−=

+
−= −−

2
2222

2
2222

 (113) 

Dengan memanfaatkan fungsi Gamma dengan relasi berikut: 

  ( ) ( ) ( )vnvnvn +Γ+=++Γ 1  (114) 

maka hubungan rekursi (113) kembali dapat dinyatakan sebagai: 

  
( )

( )122
22

2
++Γ

+Γ
−= −

vnn
vnc

c n
n  (115) 

Untuk memperoleh bentuk umum hubungan (115), kita tinjau terlebih dahulu bentuk 

eksplisit untuk masing-masing koefisien: 

  
( )
( )v

vc
c

+Γ××

+Γ
−=

212
1

2
0

2  (116a) 

   
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( )v
vc

vv
vvc

v
vcc

+Γ××

+Γ
=

+Γ+Γ××

+Γ+Γ
=

+Γ××

+Γ
−=

3!22
1

32!22
21

322
2

4
0

4
0

2
2

4  (116b) 

 
( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( )v
vc

vvv
vvvc

v
vcc

+Γ××

+Γ
−=

+Γ+Γ+Γ××

+Γ+Γ+Γ
−=

+Γ××

+Γ
−=

4!32
1

432!32
321

432
3

6
0

6
0

2
4

6  

   (116c) 

Dari pola di atas, terlihat bahwa: 

  ( ) ( )
( ) ( )12!22

1
1 02

++Γ××

+Γ
−=

vnn
vc

c n
n

n  (117) 

Sehingga dengan demikian solusi yang diperoleh adalah: 

  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )∑

∑
∞

=

∞

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++Γ
+Γ

−=

++Γ

+Γ
−=

genapn

n
np

genapn

n
n

np

x
vnn

vc
x

x
vnn

vc
xy

212!2
1

1

12!22
1

1

02

02

 (118) 
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Selanjutnya dengan menggunakan hubungan dan identitas: 

  ( ) ( )12!2 +Γ= nn  (119a) 

  
v

vv xx ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2
2  (119b) 

solusi (118) menjadi: 

  ( ) ( )
( ) ( )∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++Γ+Γ
−

+Γ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

genapn

nnv
v x

vnn
vxcy

21212
11

2
2

2

0  (120) 

Dengan mengambil: 

  
( )v

c v +Γ
=

12
1

0  (121) 

mengakibatkan: 

  ( )
( ) ( )∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++Γ+Γ
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

genapn

nnv x
vnn

xy
21212

1
2

2
 (122) 

Pada penjumlahan dalam solusi (122) dengan  integer genap, dapat diperlihatkan bahwa 

kuantitas 

n

mn ,....,3,2,1,02 = , sehingga dengan melakukan perubahan indeks boneka 

, solusi (122) kembali dapat dituliskan sebagai berikut: mn 2=

   ( )
( ) ( ) ( )∑

∞

=

+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++Γ+Γ
−

=
0

2

211
1

m
v

vmm
xJx

vmm
y  (123) 

dimana penjumlahan terhadap  tidak lagi terbatas untuk integer genap saja, tetapi juga 

untuk yang ganjil. Secara khusus solusi (123) yang merupakan fungsi variabel 

m

x  

dinamakan sebagai fungsi Bessel jenis pertama yang disimbolkan dengan . Dalam 

bentuk lain, bentuk eksplisit fungsi Bessel dapat dinyatakan sebagai berikut (buktikan!): 

( )xJv

  ( ) ( )
( )∑

∞

=

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

=
0

2

2!!
1

m

vmm

v
x

vmm
xJ  (124) 

 Melalui cara yang sama, dapat ditunjukkan bahwa untuk , solusi yang 

terkait adalah: 

vs −=

  ( ) ( )
( ) ( )∑

∞

=

−

− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+−Γ+Γ
−

=
0

2

211
1

n

vnn

v
x

vnn
xJ  (125) 
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Dibandingkan dengan , jelas terlihat bahwa untuk beberapa suku pertama dalam 

deret tersebut dapat memiliki polinom dalam 

( )xJv

x  dengan pangkat negatif serta memiliki 

koefisien yang berbeda. Hal ini menunjukkan bahwa untuk v  yang non-integer kedua 

fungsi  dan  merupakan fungsi yang saling bebas, artinya satu sama lain 

tidak dapat dihubungkan satu sama lain. Perlu dicatat bahwa untuk  merupakan integer, 

beberapa suku pertama deret tersebut berharga nol, mengingat 

( )xJv ( )xJ v−

v

( ) ∞=−Γ n . 

 Contoh 3.2. Buktikan untuk  integer berlaku v ( ) ( ) (xJxJ v
v

v 1−=− ) . Tinjau: 

  ( ) ( )
( ) ( )∑

∞

=

−

− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+−Γ+Γ
−

=
0

2

211
1

n

vnn

v
x

vnn
xJ  (i) 

Dengan melakukan transformasi vmn += , bentuk (i) berubah menjadi: 

  ( ) ( )
( ) ( )∑

∞

−=

++

− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+Γ++Γ
−

=
vm

vmvm

v
x

mvm
xJ

2

211
1  (ii) 

Terlihat bahwa batas bawah  dimulai dari m v−  yang mengakibatkan: 

  ( ) ( ) ∞=≤+−Γ=+Γ 011 vm  (iii) 

Hal ini menyebabkan suku yang berarti dalam deret (ii) dimulai dari , sehingga: 0=m

  ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ∴−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+Γ++Γ
−

−= ∑
∞

=

+

− xJx
mvm

xJ v
v

m

vmm
v

v 1
211

11
0

2
 (iv) 

 Sebagaimana halnya polinom Legendre, fungsi Bessel juga memiliki hubungan 

rekursi yang diantaranya adalah: 

    ( )[ ] ( )xJxxJx
dx
d

v
v

v
v

1−=  (126a) 

  ( ) ( ) ( )xJvxxJxJ vvv
1

11 2 −
+− =+   (126b) 

Sedangkan ortogonalitasnya didefinisikan sebagai: 

  ( ) ( )
( ) ( )⎪

⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

==

≠

=

−

∫
qppJpJ

qp

dxqxJpxxJ

vv

vv

,
2
1

2
1

,0

22

1

0

 (127) 

 Berdasarkan contoh 3.2. di atas, jelas terlihat bahwa untuk  integer,  dan 

 tidak saling bebas.  Dipihak lain, untuk v  yang non-integer, sebagaimana telah 

v ( )xJv

( )xJ v−
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disinggung di awal, keduanya saling bebas sehingga superposisi keduanya juga solusi. 

Tinjau bentuk superposisi berikut: 

  ( ) ( ) ( ) ( )
( )v

xJxJv
xN vv

v π
π

sin
cos −−

=  (128) 

yang dinamakan sebagai fungsi Bessel jenis kedua dan dikenal dengan nama fungsi 

Neumann atau Weber atau. Dapat dengan mudah dibuktikan bahwa untuk v  integer 

fungsi (128) menjadi 00 . Tetapi, untuk 0≠x , dapat pula dibuktikan bahwa untuk limit 

 integer menghasilkan solusi yang memenuhi PDB Bessel. Secara umum, solusi bagi 

PDB Bessel (109) dapat dituliskan sebagai berikut: 

→v

  ( ) ( ) ( )xBNxAJxy vv +=  (129) 

dengan  dan A B  merupakan konstanta. Berdasarkan kombinasi linier fungsi Bessel jenis 

pertama dan kedua, dapat pula didefinisikan fungsi Bessel jenis ketiga atau fungsi 

Hankel: 

  ( )( ) ( ) ( )xiNxJxH vvv +=1  (130a) 

  ( )( ) ( ) ( )xiNxJxH vvv −=2  (130b) 

 Dicontohkan pada Gambar 1 plot fungsi ( )xJ0  dan ( )xJ5 . 

 

 

   

  

 

  

 

 

   

    

 

 

Berdasarkan Gambar 1 tersebut, terlihat bahwa fungsi Bessel jenis pertama tersebut 

memiliki kelakuan yang berbeda untuk harga x  yang kecil dan besar. Sesuai dengan 

Gambar 1 

0  ( )x ( )xJ5  J

x x 
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fakta ini, dalam aplikasinya cukup berguna jika kita mengetahui formula pendekatan 

untuk masing-masing harga. Seperti halnya untuk fungsi Bessel jenis pertama, untuk 

harga x  yang kecil formula pendekatannya diberikan oleh: 

   ( ) ( )
v

v
x

v
xJ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+Γ 21
1~  (131) 

Sedangkan untuk x  yang besar: 

  ( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−

4
12cos2~ π

π
vx

x
xJv  (132) 

Untuk fungsi-fungsi lainnya pembaca dapat menjumpainya pada buku-buku teks standard 

tingkat lanjut. 

6. Persamaan Diferensial Biasa Seperti-Bessel 

 Tinjau PDB seperti-Bessel berikut: 

  ( ) ( ) 021 2
2

22
1

2
321

2 3 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −++′−+′′ yavaxaayaxyx a  (133) 

dengan   dan  merupakan konstanta. PDB (133) memiliki solusi yang terkait 

dengan fungsi-fungsi Bessel sebagai berikut: 

,1a ,2a 3a

  ( ) ( )31
2

a
v

a xaBxxy =  (134) 

dengan  

  ( ) ( ) ( )333
222

a
v

a
v

a
v xaNxaJxaB +=  (135) 

Merupaka superposisi linier dari fungsi Bessel jenis pertama dan kedua. 

 Contoh 3.3. Tentukan solusi PDB  

  0=+′+′′ kyybyx  (i) 

Dengan mengalikan persamaan di atas dengan x  diperoleh. 

    (ii) 02 =+′+′′ kxyybxyx

Sehingga dengan demikian persamaan untuk konstanta-konstanta yang terlibat diberikan 

oleh: 

  
2
1

3 =a , kaa =32  (iii) 

   ba =− 121 , 21 vaa =  (iv) 
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Dari persamaan (iii) dan (iv) diperoleh ka 22 =  dan ( ) 211 ba −= , sehingga: 

  
k
bv

4
1−

=  (v) 

6. Contoh Penerapan dalam Fisika 

 Sebagai contoh kemuculan PDB Legendre dan Bessel, kita tinjau persamaan 

Maxwell untuk divergensi medan listrik skalar dalam vakum yang dinyatakan dalam 

formulasi medan skalar, dimana persamaan diferensial terkaitnya berbentuk persamaan 

Laplace berikut: 

   (136) 02 =Φ∇

Dalam sistem koordinat bola, persamaan (136) secara eksplisit diberikan oleh: 

  0
sin

1sin
sin
11

2

2

2
2

2 =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂

Φ∂
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
Φ∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
Φ∂

∂
∂

ϕθθ
θ

θθrr
r

rr
 (137) 

Kemudian tinjau kasus dengan simetri dalam ϕ  dengan melakukan separasi variabel 

dengan mendefinisikan solusi bagi persamaan (137) dalam bentuk berikut: 

  ( ) ( ) ( )θθ Θ=Φ rRr,  (138) 

dimana fungsi dalam ϕ  tidak dimasukkan karena merupakan konstanta akibat simetri. 

Substitusikan (138) ke dalam (137) diperoleh persamaan-persamaan untuk R  dan : Θ

    α=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

dr
dRr

dR
d

R
21  (139a) 

  α
θ

θ
θθ

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Θ

Θ d
d

d
d sin

sin
1  (139b) 

 Selanjutnya kita fokus pada persamaan (139b) yang dituliskan kembali dalam 

bentuk: 

   0sin
sin

1
=Θ+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Θ α

θ
θ

θθ d
d

d
d  (140) 

Dengan melakukan transformasi variabel berikut: 

  θcos=u  (141) 

dan ( ) ( )uP→Θ θ , diperoleh: 

   
du
dP

d
d θ
θ

sin=
Θ  (142) 
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Di pihak lain, berdasarkan tranformasi tersebut diperoleh pula: 

  
du
d

d
d θ
θ

sin−=   (142) 

Sehingga dengan demikian persamaan (139b) menjadi: 

   ( ) 01 2 =+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ − P

du
dPu

du
d α  (143) 

atau 

  ( ) 021 2

2
2 =+−− P

du
dPu

du
Pdu α  (144) 

Jelas, bahwa PDB (144) tidak lain adalah PDB Legendre jika diasumsikan ( )1+= llα . 

 Tinjau kembali persamaan Laplace (136), tetapi kali ini dalam sistem koordinat 

silinder, yang diberikan oleh: 

   011
2

2

2

2

2 =
∂

Φ∂
+

∂

Φ∂
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
Φ∂

∂
∂

zϕρρ
ρ

ρρ
 (145) 

dan kembali menuliskan solusinya dalam bentuk separasi variabel  

  ( ) ( ) ( ) ϕρϕρ imezZz Ρ=Φ ,,  (146) 

dengan  sebuah konstanta. Misalkan solusi dari fungsi m Z  diberikan oleh: 

  ( ) lzlz eezZ −+=  (147) 

maka diperoleh untuk fungsi ( )ρΡ  sebagai berikut: 

   01
2

2
2

2

2
=Ρ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+

Ρ
+

Ρ

ρρρρ
ml

d
d

d
d  (148) 

Dengan mendefinisikan transformasi ρlw = , maka persamaan (148) berubah bentuknya 

menjadi: 

   011
2

2

2

2
=Ρ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+

Ρ
+

Ρ

w
m

dw
d

wdw
d  (149) 

atau 

  ( ) 022
2

2
2 =Ρ−+

Ρ
+

Ρ mw
dw
dw

dw
dw  (150) 

yang tidak lain adalah PDB Bessel. 
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 Dari hasil yang diperoleh dalam memecahkan persamaan Laplace (136), terlihat 

bahwa dua buah PDB yang ditinjau dalam bab ini, yakni Legendre dan Bessel, masing-

masing dapat muncul jika kita meninjau kasus dengan simetri tertentu. Seperti yang telah 

dibahas, solusi keduanya hanya dapat diperoleh jika kita memecahkannya dengan metode 

Frobenius. Kemunculan kedua persamaan diferensial tersebut dapat dijumpai antara lain 

dalam persoalan yang menyangkut fenomena listrik-magnet maupun gelombang. 

 Pada dasarnya, masih banyak lagi persamaan diferensial biasa yang solusi dapat 

dicari melalui metode Frobenius tersebut. Diantaranya adalah PDB Hermite dan 

Laguerre, yang kemunculannya dalam Fisika dapat dijumpai pada pembahasan mengenai 

teori kuantum. 



BAB 14 

ANALISIS KOMPLEKS 
 
 

1. Pendahuluan 

 Pada Bab 2, telah secara singkat dibahas mengenai definisi fungsi kompleks, yang 

merupakan fungsi dari variabel kompleks. Misalkan ( )zf  adalah sebuah fungsi kompleks 

dengan iyxz +=  merupakan variabel kompleks yang dimaksud, dengan variabel x  dan 

 riil, maka fungsi tersebut dapat dipisahkan atas bagian riil dan imajiner-nya sebagai 

berikut: 

y

  ( ) ( ) ( )yxivyxuzf ,, +=  (1) 

dengan  dan  merupakan fungsi-fungsi riil dalam bidang kompleks ( yxu , ) )( yxv , ( )yx, . 

Berbeda dengan fungsi-fungsi riil dengan dua variabel, fungsi kompleks tidak dapat 

direpresentasikan dalam bentuk grafik. 

 Bab ini memfokuskan diri pada pembahasan mengenai diferensiasi dan integrasi 

yang terkait dengan fungsi-fungsi kompleks tersebut beserta sifat-sifatnya. Dibandingkan 

dengan diferensiasi maupun integrasi terhadap fungsi-fungsi riil, untuk fungsi-fungsi 

kompleks jelas memiliki tingkat kerumitan yang lebih tinggi, oleh karena itu apa yang 

disajikan dalam pembahasan selanjutnya lebih ditekankan pada hal-hal mendasar yang 

relatif sederhana. 

2. Fungsi Kompleks Analitik     

 Tinjau kembali fungsi kompleks (1). Untuk membuktikan bahwa setiap fungsi 

kompleks dapat dituliskan dalam bentuk tersebut kita ambil sebagai contoh fungsi  

  ( ) iyxz eezf +==  (2) 

yang dapat dituliskan kembali sebagai berikut: 

   (3) 

( )

( ) yieyeyiye

ee

ezf

xxx

iyx

iyx

sincossincos +=+=

=

= +

Jelas bahwa dibandingkan dengan persamaan (1) diperoleh: 

  ( ) ( ) yeyxvyeyxu xx sin,,cos, ==  (4) 
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 Contoh 2.1. Tentukan u  dan v  untuk ( ) zzf = . Karena ∗= zzz , maka 

( )( ) 2y2xiyxiyxz +=−+= . Dengan demikian 22 yxu +=  dan 0=v . 

Perhatikan bahwa z  tidak lain merupakan jari-jari sebuah lingkaran, sehingga kurva 

yang dibentuk oleh fungsi tersebut dalam bidang ( )yx,  adalah sebuah lingkaran pula.  

 Berdasarkan uraian fungsi kompleks dalam bentuk persamaan (1), dapat dengan 

mudah kita duga bahwa suatu fungsi kompleks adalah analitik, dalam artian kontinu dan 

memiliki turunan di bidang kompleks terkait, jika turunan-turunan parsial xu ∂∂ , yu ∂∂  

dan  xv ∂∂ , yv ∂∂  terdefinisi. Sebagaimana halnya untuk fungsi riil, fungsi kompleks 

dikatakan analitik di titik  jika memiliki turunan: z

  ( )
z
f

dz
dfzf

z Δ
Δ

==′
→Δ 0

lim  (5) 

yang berharga tunggal untuk setiap . Selanjutnya definisi turunan pada ruas kanan 

persamaan (5) secara eksplisit diberikan oleh: 

z

  ( ) ( )
yix

yxfyyxxf
z
f

y
xz Δ+Δ

−Δ+Δ+
=

Δ
Δ

→Δ
→Δ→Δ

,,limlim
0
00

 (6) 

Seperti yang diilustrasikan pada Gambar 

1, turunan di titik tersebut dapat didekati dari 

berbagai macam arah. Misalkan untuk seluruh 

arah turunan tersebut analitik, maka hal tersebut 

juga berlaku untuk turunan yang dimaksud 

didekati dari arah sejajar sumbu x  dimana 

0=Δy . Pada kondisi ini, ruas kanan persamaan 

(6) menjadi tereduksi dan dengan mengacu pada 

persamaan (1), diperoleh: 

z  

x  

y  

Gambar 1 

  ( ) ( )
x
vi

x
u

x
f

x
yxfyxxf

x ∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

=
Δ

−Δ+
→Δ

,,lim
0

 (7) 

Di pihak lain, jika titik tersebut dari arah yang sejajar sumbu  diperoleh: y

  ( ) ( )
y
v

y
ui

x
fi

yi
yxfyyxf

y ∂
∂

+
∂
∂

−=
∂
∂

−=
Δ

−Δ+
→Δ

,,lim
0

 (8) 
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Jelas, agar kedua limit tersebut memiliki harga yang sama, maka kondisi yang harus 

dipenuhi adalah: 

   
y
v

x
u

∂
∂

=
∂
∂  (9a) 

   
x
v

y
u

∂
∂

−=
∂
∂  (9b) 

Kondisi yang diberikan pada persamaan (9) dinamakan sebagai kondisi Cauchy-

Riemann. Mengingat turunan pada titik tersebut berharga tunggal maka jelas bahwa 

secara umum: 

  
y
ui

y
v

x
vi

x
u

dz
df

∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=  (10) 

 Cara lain yang lebih umum untuk membuktikan hal di atas adalah sebagai berikut; 

tinjau turunan total fungsi : ( )zf

  dz
z
fdf
∂
∂

=  (11) 

Selanjutnya diferensiasi parsial terhadap x  dan y  menghasilkan: 

  
dz
df

dx
dz

z
f

x
f

=
∂
∂

=
∂
∂   (12a) 

  
dz
dfi

dy
dz

z
f

y
f

=
∂
∂

=
∂
∂  (12b) 

dimana 1=dxdz  dan idydz = . Ingat, karena  adalah fungsi dari satu variabel, yakni 

, maka berlaku 

f

z dzdfzf =∂∂ . Dengan demikian dari persamaan (12) diperoleh: 

  
y
fi

x
f

dz
df

∂
∂

−=
∂
∂

=  (13) 

yang tidak lain adalah persamaan (10) dan mengimplikasikan kondisi Cauchy-Riemann 

(9).  

 Sebelum melanjutkan pembahasana, berikut adalah beberapa definisi yang perlu 

dipahami: Sebuah titik  di dalam bidang kompleks dikatakan sebagai titik regular bagi 

fungsi  jika fungsi tersebut analitik padanya, dan dikatakan sebagai titik singular jika 

tidak analitik. Titik singular tersebut dinamakan titik singular terisolasi jika  analitik 

dalam suatu lingkaran kecil di sekitar titik tersebut. 

z

( )zf

( )zf
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 Terkait dengan karakteristik dan daerah definisi bagi fungsi kompleks ( )zf , 

berikut adalah beberapa teorema dasar yang berguna bagi diskusi selanjutnya: 

Teorema I.  Jika di suatu daerah tertutup pada bidang kompleks fungsi-fungsi ( )yxu , , 

, dan turunan-turunan parsialnya terhadap ( yxv , ) x  dan y  kontinu dan 

memenuhi kondisi Cauchy-Riemann, maka ( )zf  analitik di setiap titik di 

dalam daerah tersebut.  

Teorema II.  Jika  analitik di suatu daerah, maka ia memiliki turunan untuk semua 

orde di titik yang berada pada daerah tersebut, sehingga dapat diuraikan 

dalam deret Taylor disekitar sebarang titik  yang berada dalam daerah 

tersebut. Deret tersebut konvergen disekitar  yang limitnya mendekati 

titik singular. 

( )zf

0z

0z

 Ilustrasi dari pernyataan Teorema II di atas diberikan oleh Gambar 2. Misalkan 

dalam daerah R  sebuah fungsi ( )zf

z

 analitik dan terdapat satu titik singular di batas 

daerah tersebut. Tinjau suatu titik  di R  dan dua titik  dan 0z 0z′  yang masing-masing 

terkait dengan kurva lingkaran  dan C C ′  yang berjari-jari 0zz −  dan 0zz ′− . Terlihat 

dalam ilustrasi tersebut terlihat bahwa pada kurva C ′ , termasuk didalamnya adalah titik 

singular, sehingga titik  tidak dapat digunakan sebagai acuan bagi uraian Taylor 

terhadap . Sebaliknya titik  dapat digunakan karena tidak ada singularitas 

padanya.     

0z′

(zf ) 0z

 
R 

0z  

 

 

 

 

 

 

0z′  

Titik Sin

z

Gambar 2 

C ′  C  

gular
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Teorema III.  Jika ( ) ( ) ( )yxivyxuzf ,, +=  analitik di suatu daerah, maka u  dan v  

memenuhi persamaan Laplace: 

  02

2

2

2
=

∂

∂
+

∂

∂

y
u

x
u  (14a) 

  02

2

2

2
=

∂

∂
+

∂

∂

y
v

x
v  (14b) 

Untuk membuktikan Teorema III di atas, tinjau kondisi Cauchy-Riemann (9). Dengan 

melakukan diferensiasi sekali lagi terhadap u  atau v  untuk masing-masing variabel 

teorema tersebut dapat dengan mudah dibuktikan.  

 Contoh 2.2. Tinjau . Buktikan bahwa Teorema III berlaku. Telah 

diketahu bahwa untuk fungsi tersebut terkait dengan  dan . Dapat 

dengan mudah dibuktikan bahwa: 

( ) zezf =

yeu x cos= yev x sin=

yx cosexu 22 =∂∂  dan yeyu x cos22 −=∂∂ . 

Sehingga dengan demikian persamaan Laplace (14a) terpenuhi. Melalui cara yang sama 

dapat diperlihatkan pula bahwa persamaan (14b) untuk  juga berlaku.  v

3. Integral Kontur 

 Berbeda dengan definisi integral untuk fungsi riil yang batas-batasnya merupakan 

bilangan riil, dimana keduanya berada dalam satu garis bilangan, maka untuk integrasi 

fungsi kompleks batas-batas tersebut berada dalam bidang kompleks yang cara 

menghubungkannya ada tak-berhingga buah, sebagaimana diilustrasikan oleh Gambar 3.   

Secara naif dapat diduga bahwa kontur lintasan 

integrasi yang berbeda secara umum membuat 

integral fungsi ( )zf  yang analitik pada lintasan 

tersebut berbeda pula. Untuk membuktikannya 

tinjau bentuk integral tertutup berikut 

y

 

( ) ( )( )

( ) ( )∫ ∫

∫∫

++−=

++=

C C

CC

udyvdxivdyudx

iydxivudzzf

 

  (16) 

x

 

Gambar 3 

iz  

fz  

1C  

2C  
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dimana  merupakan kontur sebarang lintasan tertutup dengan . Selanjutnya 

dengan menggunakan Teorema Green pada bidang yang telah dibahas dalam Bab 6 Pasal 

6, tinjau bagian riil ruas kanan baris kedua persamaan (16): 

C fi zz =

  ( ) ∫∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−=−
CLuasC

dxdy
x
v

y
uvdyudx  (17) 

Berdasarkan kondisi Cauchy-Riemann (9) dapat dengan mudah dibuktikan bahwa ruas 

kana integral (17) berharga nol. Melalui cara yang persis sama dapat dibuktikan pula 

bahwa bagian imajiner ruas kana baris kedua persamaan (16) juga memenuhi kondisi: 

  ( ) 0=+∫
C

udyvdx   (18) 

Sehingga dengan demikian berlaku teorema berikut: 

Teorema IV.  Misalkan  adalah lintasan dengan kontur tertutup yang tidak saling 

berpotongan dan misalkan 

C

( )zf  analitik pada dan didalamnya, maka 

intgrasi berikut berlaku: 

   ( ) 0=∫
C

dzzf   (19) 

Teorema IV di atas dinamakan sebagai Teorema Cauchy-Goursat. Catat bahwa arah 

integrasi pada kontur yang terkait adalah searah dengan jarum jam. 

Sekarang kita tinjau kontur lintasan yang 

diilustrasikan oleh Gambar 4, dimana 31 CC +  

dan 32 CC +  adalah lintasan-lintasan tertutup. 

Berdasarkan Teorema Cauchy-Goursat (19): 

 ( ) ( ) 0
31

=+ ∫∫
CC

dzzfdzzf  (20a) 

 ( ) ( ) 0
32

=+ ∫∫
CC

dzzfdzzf  (20b) 

Jelas persamaan (20) mengimplikasikan bahwa: 

x

y  

Gambar 4 
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  ( ) ( )∫∫ =
21 CC

dzzfdzzf  (21) 

Sehingga dengan demikian integral fungsi tersebut tidak bergantung pada lintasan yang 

diambil. Secara khusus integral dalam bidang kompleks yang terdefinisi pada suatu 

lintasan dinamakan sebagai “Integral Kontur”, yang mirip dengan integral lintas dalam 

Bab 6 mengenai analisis vektor. 

 Contoh 2.3. Tinjau integral  dengan mengambil lintasan pertama  adalah 

 dan lintasan kedua  adalah garis miring 

∫
+i

dzz
1

0

2C

1C

i+→→ 110 i+→10 . Tuliskan bentuk 

inetgral yang dimaksud dalam bentuk berikut:    

   ( )( ) ( ) ( )∫∫ ++−=++
CC

xdyydxiydyxdxidydxiyx  (i) 

Perhatikan bahwa batas-batas untuk x  dan 

 adalah riil. Selanjutnya tinjau untuk 

lintasan  yang terbagi atas  dan 

y

1C 10 →

i+→1 1

0

. Evaluasi integral (i) untuk 

lintasan  dengan mengingat untuk 

lintasan tersebut tersebut  dan 

10 →

0=dy

=y diperoleh:  

y  

 
2
1

2
1 1

0
2

1

0

==∫ xxdx  (iii) 

Sedangkan untuk lintasan i+→11 , sebagaimana terlihat pada Gambar 5, , 0=dx 1=x , 

dan batas  adalah  sampai 1, sehingga: y 0=y

  ( ) iiyydyiy +−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=+−∫ 2

1
2
1 1

0

2
1

0

 (iv) 

Hasil akhir integrasi adalah jumlah dari integrasi untuk lintasan  dan : 10 → i+→11

   iidzz
i

=+−=∫
+

2
1

2
11

0

 (v) 

Gambar 5 

x0=iz  

iz f += 1  

1C  
2C  

1 
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 Berdasarkan Gambar 5, untuk lintasan , hubungan antara  dan 2C y x  diberikan 

oleh xy = , dengan  sehingga integral terkait yang harus diselesaikan adalah: dxdy =

  ( ) ( ) iixxdxixdyydxiydyxdx
C

===++− ∫∫
1

0
2

1

0

2
2

 (vi) 

sama dengan hasil integrasi untuk lintasan . Terbukti bahwa pemilihan lintasan tidak 

mempengaruhi hasil akhir integrasi. Berdasarkan hal ini, integrasi langsung integral 

 juga memberikan hasil yang sama: 

1C

∫
+i

dzz
1

0

  ( ) iizdzz
ii

=+==
++

∫ 21

0
2

1

0

1
2
1

2
1  (vii) 

4. Integral Cauchy 

 Pada perumusan Teorema Cauchy-Goursat (19) pada daerah yang ditutupi oleh 

kontur  fungsi  bersifat analitik pada batas dan didalamnya. Sekarang tinjau 

bentuk integral berikut: 

C ( )zf

  ( )
∫ −C

dz
zz
zf

0
  (22) 

dengan  analitik pada dan di dalam C  serta ( )zf Cz ∈0 . Jelas bahwa fungsi 

( ) ( )0z−zzf

 

 memiliki singularitas pada daerah tersebut. Untuk memecahkan bentuk 

integral semacam itu, tinjau bentuk kontur yang diberikan oleh Gambar 6.  

 
y

 
 C  

0C  

+C  
−C   

0z  

 

 

 x

 
Gambar 6 
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 Kontur pada Gambar 6 terdiri atas gabungan lintasan-lintasan 0CCCC +++ −+ , 

kan 0C  berbentukd  +C  dan −C  adalah lintasan yang saling berlawanan, sedang  

lingkaran rputus ngan jari-jari 

imana

 te  de r  dengan arah putaran searah jarum jam, sehingga z  

pada lingkaran tersebut dapat dituliskan sebagai  

  rezz += 0
ϕi   (23) 

dengan  

  Δ−≤≤Δ πϕ 2   (24) 

milihan kontur tersebut jelas bahwa: Berdasarkan pe

  ( ) 0
0

0
=

−∫
+++ −+ CCCC

dzf z
zz

 (25) 

karena melalui pemilihan tersebut  berada di luar kontur. Selanjutnya, integral (25)  0z

dapat diuraikan menjadi: 

  ( ) ( ) ( ) ( ) 0
0

0000
=

−
+

−
+

−
+

− ∫∫∫∫
−+ CCCC

dz
zz
zfdz

zz
zfdz

zz
zfdz

zz
zf  (26) 

Berdasarkan penulisan  dalam bentuk polar (23), inetgral ke empat pada ruas kiri 

   

z

persamaan (26) dapat dituliskan menjadi: 

( ) ( )∫∫ +=
+0 i

irezf ϕ
ϕ

00

0
C

i
i drezfidre

re
i ϕϕ ϕ

ϕ  (27) 

Jika parameter  pada rentang 

C

Δ ϕ  (24) diambil 0→Δ , maka konsekuensinya, dua 

 

lintasan yang saling berlawanan C  dan −C  menjadi berimpit dan integrasi keduanya 

menjadi: 

  

+

( ) ( ) 0
00

=
−

+
− ∫∫

−+ CC

dz
zz
zfdz

zz
zf  (28) 

Sebagai konsekuensinya: 

  ( ) ( ) ( )∫∫∫
zf

′

+=+−=
−

00

00
0 C

i

C

i

C

drezfidrezfidz
zz

ϕϕ ϕϕ  (29) 
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Perhatikan bah akibatkan kontur wa tanda negatif pada ruas kanan persamaan (29) meng

berubah arah dari searah jarum jam menjadi berlawanan arah jarum jam, sama dengan 

ruas kiri, yang dilambangkan oleh perubahan simbol lintasan dari 00 CC ′→ . Di pihak 

lain, jika diambil 0→r , maka ( ) ( )0zfzf → , sehingga persamaan (29) berubah 

menjadi: 

    ( ) ( )zff
∫  (30) 0

0
2idz

zz
z

C

π=
−

it 

 

Perlu ditekankan bahwa pada lim 0→Δ  dan , lintasa

lintasan lainnya dapat dikatakan hilang, sehingga ruas paling kiri integral (29) menjadi 

 dim  berada didalamnya diberikan oleh: 

  

0→r n C  menjadi tertutup dan 

integral tertutup. 

Teorema V.  Misalkan ( )zf  analitik pada dan di dalam kontur tertutup C , maka nilai 

( )f 0z ana 0z

( ) ( )
∫ −

=
C

dz
zz
zf

i
zf

0
0 2

1
π

 (31) 

aan (31) dinam

Perhatikan bahwa ketika mengevaluasi integral tersebut yang perlu diketahui adalah nilai 

ngsi

 Integral pada ruas kanan persam akan sebagai Integral Cauchy. 

fu f  pada lintasan tertutup C  dan sebagai hasilnya diperoleh nilai fungsi tersebut 

pada titik yang bukan berada pada lintasan tersebut, tetapi di dalam daerah yang 

dilingkupinya. 

 Contoh 2.4. Misalkan 

 

( ) ( )2izzf += , tentukan ( )1f . Ambil sebagai kontur 

tertutup lingkaran berjari-jari  koordinat polar dapat dituliskan sebagai 1, yang dalam

ngan 1ϕiz  dan ϕϕdeiRdz i= , deeR= =R . Dapat dibuktikan bahwa titik 0=z  berada 

didalamnya dan ( )zf  analitik pada daerah tersebut. Kemudian nyatakan dalam 

representasi Euler 2πiei = , sehingga in l Cauchy (31) menghasilkan (buktikan!): tegra

( ) ( )

( ) ( ) 12
2
1

2
2

2
1

2
1

1

2

0

2
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0

22 −=−=⎟
⎠
⎞

⎜
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∫ π
π

ϕ
π

ϕ
π

ϕ

π
ϕϕ

π
πϕ

ϕ
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∫π ϕ

πϕ
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e
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Hasil yang sama dapat diperoleh dengan jalan mensubstitusikan langsung  pada 

fungsi yang ditinjau: . 

5. Deret Laurent 

 Tinjau kembali fungsi kompleks 

0=z

( ) 10 2 −== if

( )zf . Mirip dengan uraian Taylor untuk fungsi 

nya riil, terhadap fungsi kompleks tersebut dapat pula dilakukan uraian semacam dalam 

bentuk sebagai berikut: 

( ) ( )
( )∑∑

∞
  

== −1 00 nn zz

Deret (32) dinamakan sebagai deret Laurent dan deret dengan koefisien nd  dinamakan 

sebagai bagian utama de

∞
+−= 0 n

nn
n

d
zzczf  (32) 

ret tersebut. Jelas terlihat bahwa analitik atau tidaknya ( )zf  di 

. Sedangkan syarat bagi keberadaan deret 

enghendaki konvergensi dari deret yang bersangkutan dalam suatu rentang 

0zz =  ditentukan oleh kehadiran koefisien nd

Laurent m

modulus 0zz − . Misalkan ( )zf  memiliki beberapa −n buah titik singula nzzz ,...,, 21 , 

dimana untuk masing-masing titik singular terkait dengan sebuah lingkaran berjari-jari 

r 

nz , sebagaimana yang diilustrasikan dalam Gambar 7. Maka dalam rentang antar 

lingkaran terdekat memiliki deret Laurent yang berbeda.  
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 Jika koefisien  untuk semua , maka jelas fungsi  analitik di . Jika 

rdapat sejumlah  buah suku dengan 

nd n f  0zz =

n 0≠ndte , ma miliki 

utub berorde  dan jika hanya ada satu buah kutub yakni 

ka dikatakan fungsi tersebu

1

t me

 n =n , f

f  di 

 dikatak miliki 

 dinam kan sebagai residu dari in itu, 

an me

0 . Sela

ial. 

k

kutub sederhana dan koefisien 1d a zz =

jika ada tak berhingga 0≠n , maka f  dikatakan memiliki singularitas esens

 Untuk lebih memperjelas, tinjau sebagai contoh fungsi berikut: 

  ( ) ( )( )

d

21
1

−−
=

zzz
zf  (33) 

Terlihat bahwa fungsi tersebut m miliki tiga buah titik singular ya ni di , 1=z  dan 

2=z . Sehingga dengan demikian rentang deret Laurent yang perlu dicari adalah

e k

tuk 

 0=z

 un

(i) 1<z , (ii) 0 < 21 << z  dan (iii) 2>z .  

 Untuk rentang 10 << z , agar memudahkan ubah penulisan fungsi (33) menjadi: 

  ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−

−
=

1
1

2
11

zzz
zf  ) 

diperoleh: 

(34

Lalu lakukan uraian sebagaimana untuk uraian Taylor di sekitar , sehingga 

  

0=z

( )
z

zzzzz
z

zf
2
11573157311 232 ⎤⎡ ....

1684
....

16842
+++=⎥⎦⎢⎣

+++=  (35) 

Jelas dari bentuk deret Laurent (35) bahwa untuk rentang 10 << z , ( )zf  memiliki 

kutub sederhana dengan residu 211 =d . Sebelum kita membahas untuk rentang 

21 << z , ada baiknya ditinjau terlebih dahulu kasus rentang 2>z . Jika secara naif 

raian sebagaimana untuk kasus 10 << z , maka deret yang dihasilkan kita lakukan u

akan divergen. Oleh karena itu, lakukan pengubahan berikut terhadap fungsi (33): 

  ( ) ⎥
⎤

⎢
⎡ −=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

zz
zf ~

1
~

1111  (36) 
⎦⎣ −−−

−
− zzzz 12111

1
21 22

dengan zz 1~ =

pada ruas kanan persam

. Selanjutnya kembali lakukan uraian untuk fungsi di dalam kurung siku 

aan (36) di sekitar 0~ =z kan untuk persamaan 

(35) dan diperoleh deret Laurent yang terkait sebagai berikut: 

 seperti yang dilaku
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( ) .....15731
6543 ++++=

zzzz
zf   (38) 

et terseDari der but segera terlihat bahwa untuk rentang 2>z  pada 0=z , f  memiliki 

singularitas esensial. Selanjutnya, untuk rentang 21 << z , ubah terlebih dahulu bentuk 

fungsi (33) menjadi: 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

−
−

=
zzzz

zf ~1
11

2
11  (39)   

zz 1dengan ~ = . Pemilihan ini dilakukan karena untuk rentang tersebut fungsi ( ) 12 −−z  

konvergen, sedangkan ( ) 11 −−z  divergen, dan sebaliknya fungsi ( ) 111 −− z  konvergen. 

Kembali melalui cara yang sama diperoleh deret Laurent yang dimaksud: 

  
( )

....1111....111 2 +−−−−+−−−= zz
21684

111....
16
1

8
1

4
1

2
11

432

32
32

⎦
⎢
⎣

⎡

⎠
⎜
⎝
⎛ +−+−−−−=

zzzz

zzzz
zzz

z  (40) 

yang juga memiliki singularitas esensial di

.....11
⎥
⎤
⎟
⎞+++zf

 0=z  dan residu 211 −=d . 

 Secara umum, untuk memperoleh koefisien  dan  dari  dapat diperoleh 

dengan mengevaluasi integral berikut: 

   

( )nc nd zf

 ( )
( )∫ +−

=
C

nn dz
zz

zf
i

c 1
02

1
π

 (41a) 

( )   
( )∫= dzzd 1  

+nn
f

1 (41b) 

embali inte al Cauchy (31) yang dtul

  

−−C zzi 02 π

6. Teorema Residu    

 Perhatikan k gr iskan dalam bentuk berikut: 

( ) ( )02 zfidzzF
C

π=∫  (42) 

dengan  merupakan fungsi yang didalamnya mengandung singularitas tunggal di 

t berupa kutub sederhana atau singularitas esensial. Secara umum 

ret 

Laurent berikut: 

( )zF

titik 0zz =  yang dapa

jika fungsi F  tersebut memiliki kutub sederhana maka ia dapat diuraiakan menjadi de
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( ) ( )
0

1d  (43)   
0

0 zz
zzczF

n

n
n −

+−= ∑
∞

=

  

dan 

( )
( ) ( ) ∑∑

∞

=

∞

= −1 00
0

n
n

n

n

n
n

zz
d

jika memiliki sin

+−= zzczF  (44) 

gularitas esensial. Substitusikan uraian (43) ke dalam integral (42) 

  

diperoleh: 

( ) ( ) ( )0
0

1

0

0

0 2 zfidz
zz

d
dzzzcdzzF

Cn C

n
n

C

π=
−

+−= ∫∑ ∫∫
∞

=

=
44 344 21

 (45) 

wa integral pertama pada ruas tengah persam

 

Perhatikan bah aan (45) nol berdasarkan 

Teorema Cauchy-Goursat (19), sehingga: 

  ( )0
0

1 21 zfidz
zz

d
C

π=
−∫  (46) 

udian kita evaluasi integral ruas kiri pada persamaan (46

mengambil kontur   dengan bentuk lingkaran berpusat di  dengan  dan 

Kemudian kem ) di atas dengan 

C 0z ϕieRzz += 0

ϕϕdeiRdz i= , sehingga: 

   πϕ i
z

2=∫  (47) ϕ
π

ϕ
ϕ dideiR

eR
dz

z
i

i
C

11 2

000
==

− ∫∫
π2

sehingga: 

   ( )01 zfd =   

0

(48) 

Jelas terlihat bahwa  tidak lain adalah residu dari uraian Laurent terkait. 

 Sekarang tinjau untuk uraian Laurent dengan singularitas esensial. Melalui cara 

  

( )zf

yang sama diperoleh: 

( )
( )

( )0
1 0

2 zfidz
zz

d
dzzF

n C
n

n

C

π=
−

= ∑ ∫∫
∞

=
   (49) 

i ral pada ruas tengah sebagai berikut: 

  

Selanjutnya ura kan integ

( ) ( )
( )0

2 00
1 21 dn

∞
zfidz

zz
dz

zz
d

n C
n

C
n π=

−
+

−
∑ ∫∫
=

 (50) 
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d  integral ruas kiri persamaan (50) telah diperoleh sebelumnya. Sama dengan cara 

mengevaluasi integral 

imana

(47) diperoleh: 

  ( )∑ ∫
∞

=
−−

=
=

2

2

0
11

2

11

n
ninn

n C

i
inn eR

iddeiR
eR

π
ϕ

ϕ ϕ

) dalam bentuk berikut: 

∑ ∫
∞

n dd ϕ ϕ  (51) 

Selanjutnya tuliskan kembali integral ruas kanan persamaan (51

  ( ) ( )[ ] ( ) ] 01 =∑
∞

d
i

ϕϕ  (52) [sin1cos
2

2

0
1

2

2

0

1
1 −−−= ∑ ∫∫

∞

=
−

=

−
−

n
n

n

n

ni
n

n nin
R
id

de
R

d

444444 3444444 21

ππ
ϕ ϕϕ

kembali untuk kasus dengan singularitas esensial 

. Dengan cara yang serupa diperoleh pula hasil yang sama untuk kasus dengan 

.  

 

 

 

 

Dari sini jelas, khusus untuk kasus dengan kutub sederhana, selain dengan 

enguraikannya melalui uraian Laurent, salah satu cara untuk memperoleh residu yang 

aksud dapat diperoleh melalui hubungan: 

0=

Sehingga dengan demikian diperoleh 

( ) 10 dzF =

kutub berorde n

 

  

x

y  

C   

 

0C  
0z  

0z  
1C  

01z  

02z  

C  

2C  
nC  

 

 Gambar 8 

 

m

dim

( ) ( ) ( )00
0

lim zfzFzz
zz

=−
→

   (53) 

isalkan  dapat dinyatakan sebagai: 

 

( )zFM

( ) ( )
( )zh
zgzF =   (54) 

dan , maka residu dapat diperoleh dengan menggunakan aturan L’Hôpital: ( ) 0lim
0

=
→

zh
zz
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  ( ) ( )
( ) ( )00

0
lim zf

zh
zgzz

zz
=

′
−

→
 (55) 

 Melalui cara yang sama, dapat dilakukan perluasan ke kasus dimana dalam kontur 

ngsi  memiliki  ( )zF −n byang ditinjau fu uah singulari

yang mi

tas. Untuk itu tinjau Gambar 8, 

rip dengan Gambar  6, dengan −n buah kutub yang masing-masing diisolasi oleh 

. Seperti halnya ketika merumuskan integral Cauchy (31), untuk kasus ini 

a: 

 

nClingkaran 

didapatkan bahw

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]n
C

zfzfzfidzzF 00201 ....2 +++=∫ π  (56) 

dimana nzf 0  titik singular nz0 . ( )

Pernyataan bahwa nilai in

  adalah residu dari deret Laurent yang terkait dengan

tegral kontur untuk fungsi ( )zF , dimana dalam kontur tersebut 

rdapate t sejumlah singularitas, sama dengan πi2  dikalikan dengan jumlah residu 

dinamakan Teorema idu. Jika s ua titik singular tersebut merupakan kutub 

sederhana, maka residunya dapat dicari lalui hubungan (53) 

7. Contoh P nerapan dalam Fisika 

 Di dalam m

Res em

me

e

emecahkan problem-probelem Fisika, kadang kala kita dihadapkan 

bentuk integral yang tidak dapat dipecahkan melal

yang sudah umum dikenal. Perumusan integral kontur baik dalam bentuk integral (19) 

 maup

mp

erikut: 

dengan bentuk- ui teknik-teknik baku 

dan (30) un teorema residu (56), sering kali dapat digunakan untuk memecahkan 

integral-integral tersebut.   

 Salah satu bentuk fungsi yang kerap diju ai seperti dalam spektroskopi infra 

merah atau pun persoalan difraksi Fraunhoffer adalah fungsi kardinal sinus (sinus 

cardinal) atau “sinc” yang secara sederhana dituliskan sebagai b

( )
x

xx sinsinc =  (57)   

Fungsi tersebut, melalui aturan L’Hôpital memiliki limit: 

  1sinlim
0

=
→ x

x
x

 (58) 

 Dalam persoalan difraksi Fraunhofer misalnya, fungsi tersebut muncul berkaitan 

dengan pola intensitas gelombang cahaya pada layar akibat kehadiran bukaan optik 

berbentuk celah, sebagaimana yang diilustrasikan pada Gambar 9.   
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ξ

I 

 
θ  

( )ξ2sinc~I   

 
Gambar 9 

 Total radiasi yang terdifraksi dapat dihitung dengan memecahkan integral berikut: 

∫
∞ ξ2sin   
∞−

ξ
ξ

d2   (59) 

engan ξ  adalah variabel posisi dan Id  intensitas. Melalui teknik integrasi perbagian, 

akni d an mengambil eng ξ2sin=u  dan y 21 ξ=dv , integral (59) dapat diubah menjadi: 

 ∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

=

∞

∞−

∞

∞−

=+−= ξ
ξ
ξξ

ξ
ξ

ξ
ξξ

ξ
ξ ddd 2sin2sinsinsin

0

2

2

2

43421

  (60) 

Ruas kanan persamaan (60) dapat dituliskan kembali sebagai: 

  ∫∫
∞∞

∞−∞−

= dxxd sin2sin ξ
ξ
ξ  (61) 

dengan 

x

ξ2=x ,  

 

 

 

 

 

 
y

IV  

 
II

I III

RR−  0z  

Gambar 10 

r− x  r
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Untuk memecahkannya ruas kanan integral (61), kita dapat lakukan dengan meninjau 

berikut: integral kontur 

0=∫
C

iz
dz

z
e     (62) 

 yang dipilih diberikan pada Gambar 10. Kontur tersebut dipilih agar 

tik singula  tidak berada dalam daerah yang dilingkupinya, sehingga 

tegral (62) berlaku.  

Berdasarkan pola kontur yang dipilih tersebut, maka integral (62) dapat diuraikan 

enjadi beberapa bagian, yang terkait dengan lintasan-lintasan pada Gambar 10, sebagai 

erikut: 

dengan kontur C

ritas di 00 == zzti

in

 

m

b

  
( ) ( )

0
0− 444 3444 2143421444 3444 2143421

i
r

i

I
R eRxrex ϕ

π
ϕ

exp0 exp
=+++ ∫∫∫∫

−

IV

i
iiR

III

R ix

II

i
iirr ix

deiRedxedireedxe π
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
ϕϕ  (63) 

Selanjutnya tinjau integral yang terkait dengan lintasan II  dengan mengambil limit 

0→r  diperoleh: 

  
( )

( ) πϕϕϕ
ππ

ϕϕ
ϕ

ϕ
idideidiree iir

r
i

iir

r
−=== ∫∫∫ →→

00
exp

0

0 exp

0
limm  (64) 

dan tinjau pula integral

π reili

 untuk lintasan  dengan mengambil limit IV ∞→R : 

   
( )

( )∫∫ ∞→∞→
=

π
ϕ

π
ϕ

ϕ

ϕ
ϕϕ

0

exp

0

exp
limlim deideiR

eR
e iiR

R
i

i

iiR

R
 (65) 

dengan m ( ) ϕϕϕ sincosexp iRRiR +=  diperoleh 

 (66) 

enuliskan 

( ) 0limlim
0

sincos

0

exp == ∫∫ −

∞→∞→

π
ϕϕ

π
ϕ ϕϕ deeidei RiR

R
iiR

R
  

Sehingga dengan demikian untuk kedua limit, 0→r  dan ∞→R , persamaan (63) 

menjadi: 

 0=−∫
∞

∞−

πidx
x

eix
    (67) 

Dengan mengambil bagian imajiner persamaan (67) diperoleh: 
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π=∫
∞

∞−

dx
x

xsin     

ur  yang diberikan pada 

Gambar 10 bukanlah satu-satunya bentuk yang dapat diambil. Kita dapat pula mengambil 

rti yang diberikan dalam Gambar 11. Perhatikan, da

terkait bentuk integral yang dicari masing ditampung didalamnya.  

 

 

(68) 

 C Perlu ditekankan di sini, bahwa pengambilan kont

kontur lain sepe lam integral kontur 

 

 

 

 

 

 

 Berbeda dengan kontur sebelumnya, dalam kontur pada Gambar 11 0z  berada di 

dalam daerah yang dilingkupinya, sehingga kita dapat menggunakan teorema residu: 

   ( ) ( )2 zfidzzF π=∫   0
C

(69) 

engand  ( ) zezF iz=  dan ( ) ( ) 1lim
0

0 ==
→

zFzzf
z

 karena 0=z  adalah kutub sederhana. 

tegral untuk masing-masing lintasan diberikan oleh:    In

  
( ) ( )

πϕϕ
π

ϕ
ϕ

ϕπ

π

ϕ
ϕ

ϕ
ideiR

eR
edx

x
edire

re
edx

x
e

IV

i
i

iiR

III

R

r

ix

II

i
i

iir

I

r

R

ix
2

0

exp2 exp
=+++ ∫∫∫∫

−

− 444 3444 2143421444 3444 2143421

 (70) 

erhatikan bahwa berbeda dengan integral (63), integral untuk lintasanP  II  memiliki batas 

dari πϕ =  sampai π2 , dan melalui cara yang sama, untuk limit 0→r  dan ∞→R  

diperoleh: 

   ππ iidx
x

eix
2=+∫

∞

∞−

sehingga jelas persamaan (67) dan (68) dapat dihasilkan kembali. 

 (71) 

y

IV  

I IIIr− r
0z  xRR−  

II
Gambar 11 
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ekali lagi, sebagai catatan akhir, pemecahan bentuk

melalui penggunakan integral kontur membutuhkan tingkat kecermatan yang baik dalam 

edemikian rupa sehingga bentuk 

 dimaksud ditampung dalam pilihan tersebut. Ketepatan pemilihan akan 

memudahkan kita dalam melakukan evaluasi. 

    

 S  integral-integral tertentu 

memilih fungsi kompleks terkait dan bentuk konturnya s

integral yang

 

 



BAB 15 

TRANSFORMASI INTEGRAL 
 
 

1. Pendahuluan 

 Pada bab ini dibahas konsep transformasi fungsi dari suatu variabel ke variabel 

lainnya dengan menggunakan operator integral. Misalkan ( )uf  merupakan fungsi dari 

variabel  yang ingin ditransformasikan menjadi fungsi u ( )sF  dengan variabel , maka 

transformasi integral yang dimaksud didefinisikan sebagai: 

s

  ( )[ ] ( )sFtf aT  (1) 

dimana: 

   (2) ( )[ ] ( ) ( )∫Κ≡
f

i

t

t

dttftstf ,T

dengan i  dan ft  merupakan batas-batas integrasi t  dan ( )ts,Κ  dinamakan sebagai 

“fungsi kernel” bagi transformasi yang terkait.  

 Secara khusus jika bentuk fungsi kernel yang digunakan berbentuk: 

   ( ) ( )tsts ±Κ≡Κ ,  (3) 

maka untuk tanda negatif pada argumen ruas kanan (16) transformasi integral tersebut 

dinamakan sebagai integral konvolusi dan integral korelasi untuk tanda positif.  

 Pada dasarnya, bentuk transformasi integral di atas dapat dipandang sebagai suatu 

cara untuk merepresentasikan fungsi ke dalam bentuk lain, tergantung dari fungsi kernel 

terkait, agar diperoleh bentuk yang secara matematis lebih mudah ditangani. Ada banyak 

macam transformasi integral dalam matematika seperti transformasi Laplace, Fourier, 

Weierstrass, Mellin dan lain sebagainya. Dalam Fisika, di antara semua transformasi 

tersebut, transformasi Laplace dan Fourier adalah yang seringkali dijumpai. Sebagai 

contoh, keduanya banyak digunakan dalam untuk memecahkan persamaan diferensial. 

Pada bab ini kita hanya akan meninjau kedua jenis transformasi tersebut. 

2. Transformasi Laplace  

 Fungsi kernel untuk transformasi Laplace didefinisikan sebagai berikut: 

   ( ) stets −=Κ ,  (4) 
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dengan batas integrasi  dan 0=it ∞→ft , sehingga transformasi yang dimaksud adalah: 

   (5) ( ) ( )∫
∞

−=
0

dttfesF st

dimana . Untuk memudahkan penulisan, diperkenalkan notasi berikut: 0>s

  { }fF L=  (6) 

yang menyatakan bahwa fungsi  merupakan transformasi Laplace fungsi . F f

 Sebagai contoh sederhana dari tansformasi ini kita tinjau fungsi . Melalui 

integral per bagian diperoleh: 

( ) ttf =

  

( )

( )

2

2

00

1

11lim

1limlim

s

e
s

e
s
t

dte
s

e
s
tdttesF

stst
t

t
stst

t

t
st

t

=

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −+−=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+−==

−−

∞→

−−

∞→

−

∞→ ∫∫

        

         (7) 

Sehingga dengan demikian diperoleh: 

  { } ( )sF
s

t == 2
1L  (8) 

 Contoh 2.1. Tentukan transformasi Laplace ( ) ttf sin= . Kembali dengan 

menggunakan teknik integral per bagian diperoleh: 

 

[ ] ∫

∫∫

−

∞→

−−

∞→

−−

∞→

−

∞→

−+−−=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+−=

t
st

t
stst

t

t
stst

t

t
st

t

dtte
s

tetes
s

dttete
s

dtte

0
22

00

sin1lim1cossin1lim                           

cossin1limsinlim

(i) 

Dengan melakukan sedikit manipulasi diperoleh: 

  [ ]1cossin1limsin1lim 2
0

2

2
+−−=

+ −−

∞→

−

∞→ ∫ tetes
s

dtte
s

s stst
t

t
st

t
 (ii) 

atau   

  
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+

+−−
=

−−

∞→

−

∞→ ∫ 1
1cossinlimsinlim 2

0 s
tetesdtte

stst

t

t
st

t
 (iii) 
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Sehingga diperoleh: 

   
1

1sin 2
0 +

=∫ −

s
dtte

t
st  (iv) 

atau 

  { }
1

1sinL 2 +
=

s
t  (v) 

 Pada prinsipnya, melalui cara yang sama dengan di atas atau dengan teknik 

khusus lainnya dapat diperoleh transformasi Laplace dari sebuah fungsi. Berikut adalah 

beberapa contoh hasil transformasi tersebut: 

   { }
s
aa =L  (9a) 

   { } 22
1sinL

as
at

+
=  (9b)  

   { } 22cosL
as

sat
+

=  (9c)  

  { } 22
1sinhL

as
at

−
=  (9d) 

   { } 22coshL
as

sat
−

=  (9e) 

  
p
a

a
at arctansincL =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧   (9f) 

  { }
as

e at
+

=− 1L ,     0>+ as  (9g) 

dimana  adalah konstanta. Untuk fungsi-fungsi yang lain dapat dilihat pada tabel yang 

tersedia di buku teks standar. Karena transformasi Laplace adalah transformasi linier, 

maka untuk 

a

( ) ( )∑=
n

n tftf  berlaku: 

  { } ( )∑=
n

n sFfL  (10) 

dengan .  { }nn fLF =

 Contoh 2.2. Tentukan transformasi Laplace ( ) ttf cosh1−= . Berdasarkan 

linieritas transformasi Laplace diperoleh: 
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{ } { } { }

sss
s

s

tt

−

−
=

−
−=

−+=−

32
1

1
1

coshL1Lcosh1L
 

 Salah satu hal yang penting untuk dipelajari adalah transformasi Laplace terhadap 

fungsi turunan dtdyy =& : 

    (11) ( ) ( )∫
∞

−=
0

L dttyey st &&

Misalkan untuk integral per bagian  dan steu −= dtydv &= , sehingga  dan stesdu −−=

yv = , diperoleh: 

  ∫∫
∞

−∞−
∞

− +=
0

0
0

dtyesyedtye ststst &  (12) 

Suku pertama pada ruas kanan persamaan (12) memberikan: 

  ( ) 00 0 yyye st −=−=∞−  (13) 

dengan  adalah kondisi awal untuk ( ) 00 yy ≡ y , sedangkan suku keduanya tidak lain 

adalah: 

   (14) ( ) ( )sYydtye st ==∫
∞

− L
0

Sehingga dengan demikian diperoleh: 

  ( ) ( ) 0L yssYy −=&  (15) 

Melalui cara yang sama diperoleh: 

   ( ) ( ) 00
2L ysysYsy &&& −−=  (16) 

 Jelas berdasarkan transformasi Laplace (15) dan (16) serta sifat linieritas 

transformasi Laplace kita dapat mengaplikasikannya untuk memecahkan persamaan 

diferensial biasa (PDB). 

 Sebagai contoh, tinjau PDB berikut: 

   (17) teyy =+ &&&

Terapkan transformasi Laplace untuk PDB (17) tersebut dan berdasarkan persamaan (9g), 

(15) dan (16) diperoleh: 
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1

1
000

2
−

=−+−−
s

ysYysyYs &  (18) 

Misalkan  dan , maka: 10 =y 00 =y&

  ( ) ( )
1

111
−

=+−+
s

sYss  (19) 

sehingga solusinya adalah: 

  ( )
12 −

=
s

ssY  (20) 

Terlihat bahwa fungsi  pada persamaan (20) di atas, sesuai dengan transfomasi 

Laplace pada persamaan (9c) untuk 

( )sY

1=a , sehingga dengan demikian solusi bagi PDB 

(17) diberikan oleh: 

  ( ) tty cosh=  (21) 

 Dari sini jelas bahwa transformasi Laplace dapat digunakan untuk memecahkan 

PDB. Tetapi perlu dicatat bahwa tidak semua PDB dapat dengan mudah diselesaikan 

melalui metode ini, mengingat untuk mencari transformasi balik bagi fungsi dalam 

domain s  ke t  tidak selalu mudah. 

Prosedur baku untuk mencari invers dari 

transformasi Laplace ialah dengan menggunakan 

formulasi integral Bromwich. Tanpa membahas 

penurunannya, misalkan ( )sF  adalah fungsi yang 

ingin dicari invers transformasi Laplace-nya, 

maka berdasarkan formulasi tersebut fungsi ( )tf  

dapat dicari dengan memisalkan ( ) ( )zFsF →  

dimana iyxz +=  dan selanjutnya melakukan 

evaluasi terhadap integral Bromwich berikut: 

y  

 ( ) ( )∫
∞+

∞−

=
ic

ic

tz dzezF
i

tf
π2
1  (22) 

untuk . Lintasan bagi integral Bromwich tersebut adalah suatu garis lurus  

vertikal dengan panjang tak-hingga sebagaimana diilustrasikan pada Gambar 1. 

Berdasarkan apa yang telah kita pelajari mengenai analisis kompleks pada Bab 14, kita 

0>t 1C

Gambar 1 

xcx

1C  

2C  

R  

=  
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dapat meninjau suatu kontur tertutup dengan menambahkan suatu kurva  berbentuk 

setengah lingkaran dengan jari-jari 

2C

∞→R . Selanjutnya dengan menguraikan integral 

terkait untuk masing-masing lintasan dan memanfaatkan teorema residu diperoleh: 

  ( ) ( ) ( ) ×=+

→

∫ zFdz
C

 0
2 421

=

∞→

∞+

∞−+
∫ πidzeezFdzez

R

zt
ic

ic

zt

CC

zt 2

untuk 
21 43

∫ F jumlah semua residu (23) 

Dengan membandingkan persamaan (23) dengan (22) dapat disimpulkan bahwa: 

   jumlah semua residu dari ( ) =tf ( ) ztezF  (24) 

 Kembali perlu diingatkan bahwa selain dari formulasi integral Bromwich di atas, 

cara lain yang dapat ditempuh adalah dengan memanfaatkan tabel transformasi Laplace 

walaupun dibutuhkan kecermatan dalam melihat bentuk transformasi balikan yang dicari. 

( )sF Contoh 2.3. Tentuk invers dari 2−= s . Untuk menentukannya tinjau fungsi 

kompleks berikut , yang memiliki sebuah singularitas di . Deret Laurent 

untuk fungsi 

( ) 2−= zzF 0=z

2ze  adalah: zt

   ....
62

32

2 ++= ztt
z
e zt 1

2 ++
z
t

z
 (i) 

Terlihat bahwa residu dari deret tersebut adalah , sehingga dengan demikian  yang 

dimaksud adalah 

t ( )tf

( ) ttf = . 

3. Transformasi Fourier 

 Sedikit berbeda dengan transformasi Laplace, tinjau untuk transformasi Fourier 

fungsi kernel berikut: 

  ( ) tiet ωω ±=Κ ,  (25) 

dengan  dan  dan transformasi yang dimaksud diberikan oleh: −∞=it ∞=ft

   (26) ( ) ( ) { }gF== ∫
∞

∞−

± ωω ω degtf ti

dimana ω  merupakan varibel riil dan ungkapan { }gF  menotasikan transformasi Fourier. 

Berbeda dengan invers transformasi Laplace yang terkait dengan integral Bromwich (22), 

maka invers dari transformasi (26) diberikan oleh (tanpa pembuktian): 
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  ( ) ( )∫
∞

∞−

= dtetfg tiω

π
ω m

2
1  (27) 

dimana kedua fungsi  dan ( )tf ( )sF  memenuhi teorema Parseval: 

  ( ) ( )∫∫
∞

∞−

∞

∞−

= dttfdg 22

2
1
π

ωω  (28) 

Untuk kemudahan, selanjutnya kita akan menggunakan tanda positif untuk argumen 

fungsi eksponen pada transformasi Fourier (26) dan negatif untuk inversnya (27).  

 Misalkan kita ganti variabel boneka pada persamaan (27) dan menuliskannya 

kembali sebagai berikut: 

   ( ) ( )∫
∞

∞−

−= dsesfg siω

π
ω

2
1  (29) 

Selanjutnya sunstitusikan kembali ke persamaan (26): 

  ( ) ( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−= ω
π

ω dsdesftf sti
2
1  (30) 

Jelas agar konsistensi transformasi Fourier terjaga, maka kondisi (30) harus terpenuhi. 

 Perhatikan bahwa untuk invers transformai Fourier terdapat faktor π21  pada 

kondisi konsistensi (30) yang diberikan yang mengakibatkan integral (26) dan (27) tidak 

simetri. Jika persamaan (30) diatur kembali penulisannya menjadi: 

  ( ) ( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
= ω

ππ
ω ddsesftf sti

2
1

2
1  (31) 

maka kita dapat mendefinisikan transformasi Fourier yang simetrik terhadap inversinya 

dengan mendefinisikan kembali ungkapan (26) dalam bentuk: 

   ( ) ( )∫
∞

∞−

= ωω
π

ω degtf ti

2
1  (32) 

dan inversnya diberikan oleh: 

  ( ) ( )∫
∞

∞−

−= dtetfg tiω

π
ω

2
1  (33) 
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 Kembali pada transformasi Fourier (26). Terlihat bahwa fungsi kernel ( )tiω±exp  

tidak lain merupakan fungsi harmonik tunggal dengan ω  merupakan variabel frekuensi, 

sehingga dengan demikian dapat ditafsirkan bahwa fungsi ( )tf  pada persamaan (26) 

merupakan penjumlahan linier atas tak-hingga buah fungsi harmonik dengan rentang 

frekuensi sudut ∞<<∞− ω  dimana ( )ωg  merupakan amplitudonya. Jelas bahwa 

konsep transformasi Fourier dapat digunakan untuk melakukan analisis spektral dari 

suatu sinyal, yang secara umum tidak periodik. Sebagai contoh tinjau fungsi ( )ωg  

berikut: 

  ( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>

<<−
=

40

221
22 a

aa
g

ω

ω
ω  (34) 

Berdasarkan persamaan (26), integral yang terkait dapat diuraikan menjadi: 

  ∫∫∫∫
−

∞

−

−

∞−

⋅=⋅+⋅+⋅
2

22

2

2

2

1010
a

a

ti

a

ti
a

a

ti
a

ti dededede ωωωω ωωωω  (35) 

Selanjutnya dengan mengevaluasi ruas kanan persamaan (31) diperoleh: 

  ( )
t

ta
it

eee
it

de
tataia

a

ti
a

a

ti 2sin211
222

2

2

2

=
−

==⋅
−

−−
∫ ωω ω  (36) 

Sehingga dengan demikian didapatkan: 

  ( ) { } ( ) ( 2sinc42sin2F taa
t

tagtf === ) (37) 

 Selanjutnya kita akan meninjau transformasi Fourier untuk fungsi yang memiliki 

sifat simetri khusus yakni fungsi genap (even) ( )ωeg  dan fungsi ganjil (odd) ( )ωog  yang 

masing-masing memiliki sifat: 

  ( ) ( )ωω ee gg =−  (38a) 

  ( ) ( )ωω oo gg −=−  (38b) 

Untuk fungsi genap ( )ωeg , transformasi Fouriernya dapat dituliskan dengan mengubah 

fungsi eksponen dalam bentuk Eulerian sebagai berikut: 

   (39) ( ) ( ) ( )
444 3444 21

0

sincos

=

∞

∞−

∞

∞−
∫∫ += ωωωωωω dtgidtgtf ee
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Integral kedua pada ruas kanan persamaan (39) menjadi nol karena fungsi tωsin  

merupakan fungsi ganjil dengan sifat seperti (38b), sehingga: 

   (40) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
∞∞

∞−

===
0

cos2cos ωωωωωω dtgdtgtftf eee

Perhatikan, integral pada ruas kanan persamaan (40) adalah konsekuensi dari simetri 

yang dimiliki. Di pihak lain, invers dari transformasi (40) sesuai dengan persamaan (27) 

adalah: 

  ( ) ( ) ( )∫∫
∞∞

∞−

==
0

cos1cos
2
1 dtttfdtttftg eee ω

π
ω

π
 (41) 

Sehingga, serupa dengan persamaan (30), kondisi konsistensi terkaitnya adalah: 

  ( ) ( )∫
∞

⋅=
0

coscos2 ωωω
π

ddstssftf ee  (42) 

Terlihat bahwa faktor didepan integral pada ruas kanan adalah π2 . Kembali dengan 

mengatur penulisannya dalam bentuk berikut: 

  ( ) ( )∫ ∫
∞ ∞

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

0 0

coscos2 ωωω
π

dtdsssftf ee  (43) 

Dari sini jelas bahwa untuk fungsi genap, kita dapat mendefinisikan transformasi Fourier 

kosinus dan inversnya sebagai berikut: 

   (44a) ( ) ( )∫
∞

=
0

cos ωωω dtgtf ee

  ( ) ( )∫
∞

=
0

cos2 dtttfg ee ω
π

ω  (44b) 

Melalui cara yang sama, untuk fungsi ganjil berlaku transformasi Fourier sinus berikut: 

   (45a) ( ) ( )∫
∞

=
0

sin ωωω dtgtf oo

  ( ) ( )∫
∞

=
0

sin2 dtttfg oo ω
π

ω  (45b) 
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Dapat dengan mudah diperlihathan bahwa untuk fungsi pada persamaan (37) dapat pula 

diperoleh dari transformasinya melalui persamaan (44a). 

4. Fungsi Delta Dirac  

 Pada pembahasan mengenai transformasi Fourier masih tersisa persoalan tentang 

kondisi konsistensi sebagaimana yang diberikan pada persamaan (30). Untuk itu kita 

tinjau kembali persamaan tersebut dengan menuliskannya dalam bentuk berikut: 

   ( ) ( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
= 00

0

2
1 dtdetftf tti ω
π

ω  (46) 

Perhatikan integral dalam kurung siku pada ruas kanan persamaan (46). Kita dapat 

mendefinisikan sebuah fungsi: 

   ( ) ( )∫
∞

∞−

−=− ω
π

δ ω dett tti 0

2
1

0  (47) 

sehingga persamaan (46) menjadi: 

   (48) ( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

−= 000 dttttftf δ

Berdasarkan persamaan (47) jelas bahwat: 

  ( ) 00 =− ttδ , untuk 0tt ≠  (49) 

dan ( st − )δ  dapat dikatakan tidak terdefinisi jika 0tt = . Jika ( ) 10 =tf , maka persamaan 

(48) mengimplikasikan bahwa: 

   (50) ( ) 100 =−∫
∞

∞−

dtttδ

 Secara spesifik fungsi dengan sifat yang memenuhi kondisi (48)-(50) dinamakan 

sebagai fungsi delta Dirac. Fungsi ini dinamakan sesuai dengan nama perumusnya Paul 

A. M. Dirac dan kerap dijumpai dalam teori kuantum. Perlu ditekankan di sini bahwa 

prosedur di atas bukan untuk membuktikan secara ketat kehadiran fungsi −δ Dirac, 

tetapi hanya untuk menunjukkan bahwa jika fungsi tersebut ada maka dengan mudah 

kondisi konsistensi bagi transformasi Fourier dapat ditunjukkan. 

 Berdasarkan fungsi tersebut kini teorema Parseval (28) dapat dibuktikan melalui 

cara berikut: 
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( ) ( )
( )

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ∴=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

∫∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫∫∫

∞

∞−

∗
∞

∞−

∞

∞−

∗

∞

∞−

∞

∞−

−

∞

∞−

−∗

∞

∞−

∞

∞−

−∗
∞

∞−

∞

∞−

∗

∗

dttftfdtdttttftf

dtdtdetftf

ddtetfdtetfdgg

tf

tt

tti

titi

π
δ

π

ω
π

ω
π

ωωω

δπ

ω

ωω

2
1

2
1                           

2
1                           

2
1

000

0

2

02

002

0

0

0

4444 34444 21

44 344 21

 (51) 

Kembali pada definisi fungsi delta Dirac (47) untuk 00 =t , jika dituliskan dalam bentuk: 

   ( ) ∫
∞

∞−

⋅= ω
π

δ ω det ti
2
1  (52) 

maka sesuai dengan persamaan (26), fungsi tersebut dapat dipandang merupakan hasil 

transformasi Fourier untuk fungsi ( ) πω 21=g , dengan inversnya diberikan oleh: 

  ( )
4434421

1

2
1

2
1

=

∞

∞−
∫= dtet tiωδ

ππ
 (53) 

5. Integral Konvolusi 

 Sebagaimana telah disinggung pada bagian pendahuluan, misalkan fungsi kernel 

 didefinisikan dalam bentuk: Κ

  ( ) ( )00, ttgtt −=Κ  (54) 

maka integral (2) yang dituliskan dalam bentuk: 

   (55) ( ) ( ) fgdttfttg
f

i

t

t

∗=−∫ 000

dinamakan sebagai konvolusi dari  dan . Sedangkan   g f

   (56) ( ) ( ) gfdttgttf
f

i

t

t

∗=−∫ 000

Misalkan pada konvolusi (56) dilakukan transformasi variabel:  

  00 τ=− tt  (57) 
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sehingga τ−= tt0  dan , τddt −=0 maka bentuk tersebut akan bertansformasi menjadi: 

 (58) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) fgdftgdtgfdttgttf
i

f

f

i

f

i

t

t

∗=−=−−=− ∫∫∫
τ

τ

τ

τ

ττττττ 000000000

dengan batas integrasi untuk domain τ  pada itt =0  adalah ii tt −=τ  sedangkan pada 

 adalah ftt =0 ff tt −=τ  dimana if ττ < . Hubungan (58) menunjukkan bahwa operasi 

konvolusi bersifat komutatif: 

   fggf ∗=∗  (59) 

 Salah satu sifat yang penting dari operasi konvolusi, adalah mengenai perilakunya 

terhadap transformasi Laplace dan Fourier. Tinjau transformasi Laplace terhadap integral 

konvolusi berikut: 

   (60) ( ) ( ) ( )∫ ∫
∞

− −=∗
0 0

000L dtdttfttgefg
t

st

dengan batas bagi integral konvolusi adalah 0=it  dan tt f = . Seperti pada pembuktian 

sifat komutatif operasi konvolusi, kembali lakukan transformasi (57) sehingga ruas kanan 

persamaan (60) menjadi: 

   (61) ( ) ( ) ( )∫ ∫
∞

+−−
0

0

0

000
00 ττ
τ

τ ddttfge ts

dimana ττ =i  dan 0=fτ . Perhatikan persamaan (60), terlihat bahwa untuk integrasi 

terhadap  akan menghasilkan sebuah fungsi dari variabel t  yang memiliki rentang 

, dengan demikian berdasarkan hubungan (57) jelas bahwa 

0t

∞<< t0 ∞→0τ , sehingga 

integral (61) dapat dituliskan kembali sebagai: 

   (62) ( )

( )

( )

( )
44 344 2144 344 21

sF

st

sG

s dttfedge ∫∫
∞

−
∞

−

0
00

0
00

00 τττ

Sehingga untuk persamaan (60) diperoleh: 

  ( ) ( ) ( )sFsGfg =∗L  (63) 

yang menunjukkan bahwa dalam transformasi Laplace integral konvolusi merupakan 

perkalian biasa dari transformasi Laplace dari masing-masing fungsi.  
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 Untuk transformasi Fourier tinjau perkalian dua buah fungsi ( ) ( )ωω 21 gg : 

  

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )∫ ∫

∫∫
∞

∞−

∞

∞−

+−

∞

∞−

−
∞

∞−

−

=

=

1011002

111000210

10

10

2
1                    

2
1

dtdtetftf

dtetfdtetfgg

tti

titi

ω

ωω

π

π
ωω

 (64) 

Selanjutnya misalkan  dengan 01 ttt −= dtdt =1 , sehingga baris kedua persamaan (64) 

berubah menjadi: 

  
( )

( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−− dtdtettftf ti
0010022

1 ω

π
 (65) 

Kemudian dengan mangtur kembali integral (65) dalam bentuk berikut: 

  ( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

−
∞

∞− ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
− dtedtttftf tiω

ππ 001002
1

2
1  (66) 

Jelas bahwa integral di dalam siku kurung merupakan integral konvolusi: 

   (67) ( ) ( ) 1000100 ffdtttftf ∗=−∫
∞

∞−

Sehingga (66) menjadi: 

  { 1010 F
2
1

2
1 ffdteff ti ∗=∗∫

∞

∞−

− ω

ππ
} (68) 

dimana  dan . Jelas, berdasarkan hubungan-hubungan di atas, diperoleh 

bahwa: 

−∞=it ∞=ft

   ( ) ( ) { 1010 F
2
1 ffgg ∗=
π

ωω } (69) 

Melalui cara yang hampir sama, dapat diperoleh juga hubungan berikut: 

   ( ) ( ) { }1010 F ggtftf ∗=  (70) 

 Dalam Fisika, penerapan integral konvolusi dapat dijumpai pada analisis sinyal, 

optik, akustik dan semua persoalan yang menyangkut sistem-sistem yang memiliki sifat 

dispersif, dimana respon dari sistem akibat stimulasi dari luar tidak terjadi secara 

bersamaan.   
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