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BAB 1

DERET TAK-HINGGA, DERET PANGKAT DAN URAIAN TAYLOR

1. Pendahuluan

Pada bab ini akan dibahas mengenai pengertian deret dan aplikasinya dalam
Fisika. Dalam banyak fenomena fisis, penggunaan deret diperlukan untuk memperoleh
hasil kuantitatif yang bersifat hampiran ketika memecahkan persoalan yang cukup rumit
secara matematis. Contoh yang paling sederhana yang biasa kita jumpai dalam persoalan
Fisika dasar adalah persoalan bandul sederhana yang disimpangkan dan akan mengalami
gerak periodik ketika dilepaskan akibat gaya gravitasi yang bertindak sebagai gaya
pemulih seperti yang diperlihatkan pada gambar 1 untuk bandul bermassa m dengan

panjang tali /.

Gambar 1.

Berdasarkan hukum kedua Newton, penggambaran dinamika gerak bandul

dengan massa m tersebut diberikan oleh persamaan diferensial berikut:
27229: Eing (1)
Secara matematik, persamaan (1) di atas relatif sulit untuk dipecahkan akibat kehadiran
fungsi sinusoidal sin#. Untuk melakukan penyederhanaan persoalan tersebut, langkah
yang dapat ditempuh adalah dengan melakukan hampiran terhadap fungsi sinusiodal
tersebut melalui uraian deret pangkat sebagai berikut:
1

Sin0=0-10% 405+ .. (2)
6 120



Terlihat dari hasil hampiran tersebut bahwa untuk kasus dengan & <<1, suku-suku
dengan pangkat yang lebih dari 1 memiliki harga yang sangat kecil, sehingga fungsi sinus
tersebut dapat dihampiri menjadi sind ~ & . Dengan demikian, persamaan (1) untuk

kasus dengan @ << 1 dapat disederhanakan menjadi:

‘27229 = —% 0 3)

yang secara matematis jauh lebih sederhana untuk dipecahkan.
Perlu ditekankan disini, bahwa gambaran dinamika yang diberikan oleh
persamaan (3) hanya berlaku untuk sudut simpangan yang relatif sangat kecil dan tidak
menggambarkan dinamika yang sebenarnya bagi gerak bandul dengan simpangan yang

relatif cukup besar.

2. Deret
Dari contoh pada bagian pendahuluan di atas, secara umum dapat disimpulkan

bahwa penguraian suatu fungsi ke dalam bentuk deret pangkat:
f(x)=ag +ax+ayx* +azx> +..= D a,x" 4)
n=0

dapat membantu kita untuk menyederhanakan suatu model matematik yang relatif sulit
untuk dipecahkan. Walau sejak dini harus kita sadari bahwa uraian tersebut umumnya
tidak berlaku untuk semua interval x, tapi setidaknya akan memberikan jawaban sebagian
atas fenomena yang kita amati. Secara umum, penggunaan deret dalam Fisika seringkali
dibutuhkan ketika memecahkan problem-problem yang ada.

Sebelum kita membahas secara lebih spesifik mengenai deret pangkat yang
diberikan oleh persamaan (4), akan ditinjau terlebih dahulu pengertian deret secara

umum. Deret pada dasarnya adalah penjumlahan suatu barisan bilangan yang memiliki

keteraturan tertentu, secara simbolik deret dapat ditulis sebagai Zan , dengan X

menyatakan penjumlahan dan g, adalah barisan yang terkait. Sebagai contoh deret selain

deret pangkat (4) misalnya adalah:

dn=1+2+3+.... (5a)

n=l



>bx" =b by + b+, (5b)

n=l
(=0 1 11

... 5
nzz‘i nlx x+4x 9x (59)

dengan n adalah bilangan bulat, x merupakan variabel yang dapat berharga berapa saja
dan b adalah sebuah bilangan konstan sebarang. Ungkapan #, bx" dan (— l)" / n’x
adalah barisan a, yang dimaksud. Sehingga jelas diperlihatkan adanya keteraturan

tertentu dalam barisan yang terdapat dalam deret tersebut. Perhatikan pula bahwa tanda
dalam deret tersebut dapat positif/negatif semua atau memiliki tanda yang berganti-ganti
untuk setiap barisannya dan lazim disebut sebagai deret bolak-balik. Jika pada deret
tersebut terdapat tak-hingga buah barisan maka dikatakan deret tersebut adalah deret tak-
hingga. Secara spesifik contoh pada persamaan (5b) tidak lain adalah deret geometri atau

deret ukur.

3. Uji Konvergensi Deret

Pertanyaan yang muncul sekarang adalah apakah deret tak-hingga tersebut akan

n
menuju ke suatu jumlah tertentu (konvergen) atau tidak (divergen). Misalkan S, = Za m

m
adalah jumlah 7» buah barisan, maka deret tersebut dikatakan konvergen jika

lim, ,, S, =S dengan §<oo atau dengan kata lain § berhingga dan dikatakan

divergen jika S — oo. Untuk memeriksa apakah suatu deret konvergen atau divergen
dapat dilakukan dengan menggunakan sejumlah perangkat uji. Suatu deret belum tentu
dapat diperiksa konvergensinya menggunakan semua perangkat-perangkat yang nanti
akan dibahas. Bisa saja deret tersebut hanya dapat diuji konvergensinya hanya dengan

satu perangkat pemeriksa.

3.1. Uji Awal
Pemeriksaan pertama kekonvergenan adalah dengan melakukan uji awal yaitu
dengan memeriksa apakah untuk barisan yang ke tak-hingga lim,_,  a, =0. Jika hal ini

tidak terpenuhi maka segera dapat kita simpulkan bahwa deret tersebut divergen. Jika

ternyata hal tersebut dipenuhi, maka ada kemungkinan deret tersebut konvergen, dan



pemeriksaan lebih lanjut harus dilakukan untuk mendapat kepastiannya.. Jelas, uji ini
bukan untuk mengetahui suatu deret konvergen atau tidak, tetapi lebih diperuntukkan
sebagai langkah awal paling sederhana untuk menghemat waktu, karena jika

lim,_,, a, # 0 maka dengan segera kita dapat simpulkan bahwa deret tersebut divergen.

Contoh 1.1. Deret Zn merupakan deret tak-hingga yang divergen karena jelas

n=l1

n =0, sedangkan untuk deret tak-hingga Zl memiliki

n=l

terlihat bahwa lim,_, .

kemungkinan konvergen karena lim,,_, 1 =0
n

3.2. Uji Konvergensi Deret Positif

Setelah kita melakukan uji awal dan misalkan deret yang ditinjau memenuhi
kondisi lim,_,,a, =0, maka beberapa perangkat pemeriksaan selanjutnya untuk
mengetahui konvergensinya. Untuk pembahasan berikut ini, kita akan membatasi diri
pada kasus dengan deret yang memiliki tanda positif untuk semua barisannya (deret

positif). Pengujian deret bolak-balik akan dibahas secara terpisah.

3.2.1. Uji Banding
Uji ini dimaksudkan untuk menguji konvergensi dan divergensi. Untuk
memeriksa deret yang ditinjau, kita membutuhkan suatu deret lain yang sudah diketahui

konvergensinya dan juga deret lain yang sudah diketahui divergensinya, dan kemudian

dilakukan perbandingan apakah deret yang kita tinjau misal Za , dengan deret yang

telah kita ketahui konvergensinya an dan jika memenuhi kondisi a, <b, untuk

semua n > N, maka deret tersebut konvergen. Sedangkan untuk deret lainnya yang telah

diketahui divergen misalnya Zd . » Jilka memenuhi kondisi a, > d,, untuk semua n> N,

maka deret Z a, tersebut divergen.



Sebagai deret pembanding dapat digunakan deret geometri yang diberikan oleh

persamaan (5b). Deret ini tidak divergen untuk x <1 dan dapat dibuktikan dengan mudah

melalui ungkapan be" (l - x) bahwa deret tersebut konvergen ke jumlah (buktikan!):
n=0

o0

D bx" = b (6)
e 1-x

Contoh 1.2. Tinjau konvergensi deret berikut: (i) zldan (i1) zi' dengan
—y

n=l

nl=n(n—1)n—-2)... Misalkan untuk persamaan (6) kita gunakan b=1 dan x=1/2,
sehingga deret yang menjadi pembandingnya adalah an Sebagaimana terlihat dari
2

perbandingan dalam tabel berikut:

n n”! (n!)_l 27"
1 1 1 1/2
2 1/2 1/2 1/4
3 1/3 1/6 1/8
4 1/4 | 1/24 | 1/16

5 | ys5 | 1120 | 1/32

jelas terlihat bahwa untuk deret (i) selalu berlaku 1 >Ln untuk seluruh n sehingga
no 2

dengan demikian deret tersebut divergen berdasarkan uji ini. Sedangkan untuk deret (ii)

terlihat bahwa untuk n >4 selalu terpenuhi kondisi l' < Ln , sehingga dengan demikian
n!

deret (ii) konvergen. Perlu dicatat bahwa pemeriksaan dengan menggunakan uji banding
ini tidak selalu memberikan hasil yang sebenarnya mengenai konvergensi suatu deret, hal
ini dikarenakan pada uji ini hasil yang diperoleh bergantung pada pemilihan deret

pembanding yang konvergen.



3.2.2. Uji Integral

Dalam uji integral ini, yang dilakukan adalah dengan melakukan integrasi secara

o0

kontinu terhadap » dimana Zan - I a,dn. Jika hasil integrasi deret yang ditinjau

n

tersebut terbatas, maka deret tersebut konvergen. Sebaliknya jika hasilnya tak-hingga
maka deret tersebut divergen.
.. | e
Contoh 1.3. Tinjau deret Z—p dengan p >0 (secara khusus deret ini disebut
n=11

juga deret p-harmonik). Integrasikan deret tersebut terhadap n:

chtr
<1 ) , p=l
j—pdn: -p (7)
Cn

o0, p=1

Perlu dicatat bahwa batas integrasi bagian bawah pada persamaan (7) adalah C yang
harganya tidak harus selalu sama dengan nol. Hal ini dimaksudkan untuk menghindari

kemungkinan kontribusi dari batas tersebut berharga tak-hingga. Dapat dibuktikan bahwa

berdasarkan uji banding untuk deret ZL dengan deret pembanding ZL akan
n=1 n2 n=1 2n
mengindikasikan deret yang divergen. Tetapi berdasarkan uji integral deret tersebut

adalah konvergen (which one is correct?!)
3.2.3. Uji Rasio

Ayl
a

Tinjau deret Za , dan misalkan lim,_,, = C, maka:

n=1 n

(a) Deret konvergen jika C <1
(b) Deret divergen jika C > 1

(c) Pengujian tidak dapat menentukan konvergen atau divergen jika C =1

Contoh 1.4. Tinjau Zan dengan an:l dan a,,=——=, maka
el n! nl(n+1)

berdasarkan uji rasio diperoleh lim,_, Dntl] _ lim,_, Ll =0<1. Sehingga dengan
n+

n



demikian berdasarkan uji rasio ini deret tersebut juga konvergen, sebagaimana yang
diperoleh pada contoh bagian 3.2.1.
3.2.4. Uji Banding Limit

Seperti halnya uji banding 3.2.1, pada uji ini juga terbagi atas uji konvergensi dan
uji divergensi. Jika Zan adalah deret yang ingin diuji konvergensinya dan terdapat

deret lain:

a. an yang telah diketahui konvergen dan jika lim, _,OOZ—”= C, dengan

n

Ce [O, oo), maka deret tersebut konvergen.

b. Zd » yang diketahui divergen dan jika lim,_,, Z—” =C,C e[l,0), maka deret

n
tersebut divergen. Untuk selang C € (0,1) sebaiknya lakukan uji lain karena

mungkin saja deret tersebut konvergen.

0

Contoh 1.5. Tinjau konvergensi dari deret Z
n=1 (l’l +1

3n+1
P

Sebagai pembanding kita

gunakan deret Zl yang diketahui divergen. Pemilihan ini dilakukan juga dengan

n=1
: o 3n+l1 3 T,
menimbang bahwa untuk nilai #» yang besar berlaku —)2 ~—. Dari sini diperoleh
n+1 n
2
lim,_, ., 3n_+12 xn=lim,_, Sn# =3 >0, sehingga deret tersebut divergen.
(n+1) n” +2n+1

Sebagai catatan akhir, dalam pengujian konvergensi suatu deret seringkali
dibutuhkan pengujian dengan menggunakan lebih dari satu perangkat pemeriksaan.
Misalkan dengan cara uji banding kita memperoleh bahwa deret yang ditinjau divergen
sedangkan dengan menggunakan uji awal mengindikasikan kemungkinan konvergen,
maka kita patut curiga bahwa perangkat tersebut tidak memberikan jawaban yang tepat,
sehingga harus dilakukan pengujian dengan menggunakan perangkat lainnya. Secara
umum dapat dikatakan bahwa uji integral dan uji rasio memberikan hasil yang lebih
dapat dipercaya ketimbang uji banding, mengingat pemilihan deret pembanding sangat

menentukan dalam proses pengujian.



3.3. Uji Konvergensi Deret Bolak-Balik

Sebagaimana telah diberikan pada persamaan (5c¢), deret bolak-balik merupakan
penjumlahan barisan yang memiliki tanda yang berubah-ubah dari positif dan negatif.
Untuk memeriksa kekonvergenan dari deret seperti itu, kondisi yang akan dipenuhi jika

deret tersebut konvergen adalah sebagai berikut:

a. |an +1| < |an| dengan |an| dan |an +1| adalah nilai mutlak barisan.
b. lim,_,|a,|=0.

Contoh 1.6. Tinjau deret pada persamaan (5¢) dengan menetapkan x = 1. Terlihat

dengan mudah bahwa <L dan lim,_, Lz =0, sehingga dengan demikian
n

(n + 1)2 n?
deret tersebut konvergen.

3.4. Konvergensi Mutlak

Misalkan deret Zan merupakan deret bolak-balik, maka berlaku teorema
berikut: jika deret mutlaknya Z|an| merupakan sebuah deret yang konvergen maka
Zan juga konvergen. Tetapi tidak berlaku sebaliknya, jika Zan konvergen maka

belum tentu Z|an| konvergen. Jika sebuah deret bolak-balik konvergen dan juga deret

mutlak yang terkait dengannya konvergen maka deret tersebut dikatakan memiliki
Konvergensi Mutlak. Sedangkan jika deret bolak-balik tersebut konvergen sementara

deret mutlaknya divergen maka deret tersebut dikatakan memiliki konvergensi bersyarat.
3.5. Rentang Konvergensi

Untuk deret-deret yang mengandung variabel bebas Zan (x), seperti yang
dicontohkan pada persamaan (5b), langkah selanjutnya yang harus dilakukan adalah

memeriksa pada rentang x dimana deret tersebut konvergen. Untuk mengetahui rentang

tersebut, kita dapat menggunakan uji rasio yang telah dibahas pada bagian 3.2.3, yakni

Api1 (x)

a,(x)

rentang x yaitu: (a) x=0,(b) —C<x<C,(c) —C>x dan x> C,atau(c) —0 < x <.

dengan meninjau kondisi lim,_, <1 dan akan diperoleh empat kemungkinan




0 n+l1
Contoh 1.7. Tinjau deret Z% Dari uji rasio diperoleh: lim,_,

n+l
n=l X

X

diperoleh |1/x| <1 atau |x| >1, sehingga dengan demikian rentang konvergensi deret

tersebut adalah x < —1 dan x > 1. Perhatikan bahwa rentang ini tidak mengikut sertakan
nilai-nilai uyjung x = -1 dan x =1. Untuk menguji konvergensi di titik-titik tersebut harus
dilakukan dengan menggunakan uji yang lain dan ini diserahkan kepada pembaca sebagai

latihan.

4. Deret Pangkat dan Uraian Taylor

Seperti telah disinggung pada bagian pendahuluan, dalam memecahkan banyak
persoalan Fisika harus diselesaikan dengan melakukan hampiran agar diperoleh suatu
model matematika yang secara teknis lebih mudah dipecahkan. Walau dalam banyak hal
kita akan kehilangan generalitas perilaku sistem yang ditinjau, akan tetapi cara ini sedikit
banyak dapat membantu kita memahami perilaku sistem dalam suatu rentang tertentu.

Salah satu hampiran yang luas digunakan dalam Fisika adalah dengan
menguraikan suatu fungsi dengan menggunakan basis deret pangkat sebagaimana yang

diberikan pada persamaan (4). Secara spesifik, penguraian suatu fungsi dengan basis

polinom x" dikenal dengan nama uraian Taylor.

Dalam menguraikan suatu fungsi dalam deret pangkat tersebut harus diperhatikan
pula rentang nilai x yang membuat uraian tersebut konvergen. Untuk memperoleh rentang
tersebut dapat digunakan perangkat uji rasio yang telah dibahas pada bagian 3.2.3.
Sebelum kita memposisikan diri untuk mencari rentang konvergensi, terlebih dahulu akan
kita bahas mengenai uraian Taylor berbasiskan deret pangkat.

Tinjau kembali persamaan (4) yang lebih diperluas sebagai berikut:
f(x)=ag +a;(x—c)+ay(x —0)2 + a3(x—c)3 .= Zan(x—c)n ®)
n=0

dengan ¢ adalah suatu konstan yang berharga sebarang. Selanjutnya kita akan

menentukan koefisien-koefisien a,, . Terlihat dengan mengambil x = ¢, akan diperoleh:

ay = f(c) (9)



Selanjutnya untuk menentukan koefisien a;, diferensiasikan persamaan (8) dan evaluasi

di titik x = ¢ sehingga diperoleh:

o=2 (10)

Mudah ditebak, bahwa wuntuk mendapat koefisien a, dilakukan dengan

mendiferensiasikan dua kali persamaan (8):

M:(le)az +(3><2><1)a3(x—c)+....

2
dx (11)
=2a, +3lay(x—c)+....
dan kembali mengevaluasinya di titik x =c:
L 1d ()
27 2 (12)
X=C
Untuk koefisen a, dengan cara yang serupa diperoleh:
_ 14/
T (13)
X=C

Sehingga dengan demikian diperoleh uraian fungsi f (x) dengan basis fungsi polinom
n . .
(x—c)" sebagai berikut:

1= rle)+ 3 L4/ W)

n=l1 n! dx"

(x—c)" (14)

X=C

Secara spesifik, uraian yang diberikan oleh persamaan (14) dinamakan sebagai
uraian Taylor, sedang khusus untuk kasus dengan ¢ =0 dinamakan uraian MacLaurin.
Uraian Taylor memiliki peranan yang dapat dikatakan sangat sentral dalam Fisika dan
saudara harus meyakini diri telah memahami secara baik konsep uraian tersebut.

Contoh 1.8. Uraiankan fungsi f (x): sinx dalam uraian Taylor dan tentukan

rentang konvergensinya. Dengan mengambil ¢ = 0 diperoleh:

ay = sinx|x:0 =0 (15a)
g 2 dbinx) -1 (15b)
1 d x=0

X x=0

10



2/ -
a _1d (smx) =—lsinx =0 (15¢)
272 2
dx =0 x=0
3( -
a4y =19 (inx) _ 1 ] _ 1 (15d)
6 dx’ 0 6 420 6
dan seterusnya sehingga didapatkan:
sinx=x—lx3+Lx5+.... (16)
6 120

Uraian di atas dapat diartikan sebagai uraian Taylor untuk f (x): sinx di sekitar titik

x =0. Langkah selanjutnya adalah menentukan rentang kekonvergenan uraian Taylor
(16) dengan memanfaatkan uji rasio. Karena deret pada persamaan (16) merupakan deret
dengan koefisien yang terdiri atas positif dan negatif, maka yang akan kita tinjau adalah
uji rasio bagi konvergensi mutlak deret tersebut. Untuk itu, terlebih dahulu kita nyatakan

persamaan (16) dalam bentuk:

PR ":i_ 1)’ x(21) (17)
6 120 =~ (2n-1)
Kemudian berdasarkan uji rasio diperoleh:
(2n+1) (2n-1)
My ec c: b hm“‘”%é ) (en- 1)!%
, (18)
X
=i —|=0<1
s 2n(2n +1) )

Karena limit di atas berharga nol untuk semua x maka uraian Taylor untuk f (x) =sinx

memiliki rentang konvergensi —oo < x <o atau dengan kata lain berlaku untuk seluruh
harga x.
Contoh 1.9. Jika pada contoh 1.8 untuk fungsi sinus kita dapat menguraikannya

dalam dengan mengambil x =0, ternyata hal ini tidak berlaku umum untuk semua

fungsi. Sebagai contoh adalah fungsi f (x):l. Dengan mengambil uraian Taylor di
X

sekitar tittk x =0 segera akan kita dapatkan bahwa untuk koefisien a; saja yang

diperoleh adalah:

11



(19)

Sehingga dengan demikian jelas kita tidak dapat menguraikan fungsi tersebut dengan
mengambil ¢ = 0. Untuk kasus ini, kita dapat mengambil nilai x di titik lain misalnya di

x =1, sehingga kita peroleh uraiannya sebagai berikut (buktikan!):

%;1_(x_1)+(x_1)2_(x_1)3+

(20)
_ Z n+1 —l
Dengan menggunakan kembali uji rasio diperoleh
n
lim,_, |2 = lim,,_, (x—l)l

a (r=1)"

21)
=|x-1<1

Sehingga diperoleh rentang kekonvergenannya adalah —1<x-1<1 atau O0<x<2.
Ingat bahwa titik-titik ujung x =0 dan x =2 tidak disertakan.

Sebagai sebuah tambahan, penting untuk diketahui syarat lain yang harus
dipenuhi agar suatu fungsi dapat dinyatakan dalam wuraian Taylor yakni syarat

konvergensi seragam. Secara ungkapan matematika yang ketat, syarat ini dapat dinyatkan

n
sebagai berikut: “Misal S Zam dan S )— lim, Za yang konvergen

m=1 m=1

dalam suatu rentang terbuka x e (C;,C, ), maka jika terdapat suatu nilai & sedemikian
sehingga |Sn (x)— S(x] < ¢ berlaku untuk semua n > N dan N tidak bergantung pada x

dalam rentang tersebut, maka dikatakan deret tersebut konvergen seragam pada rentang
tersebut.

Berdasarkan kondisi konvergensi seragam ini, keuntungan yang diperoleh dari
uraian Taylor berbasiskan deret pangkat ini adalah adanya kemudahan dalam hal

mendiferensiasi dan mengintegrasikannya, yang dapat dilakukan suku per suku.

12



Dalam beberapa hal, kita mungkin saja menjumpai bentuk fungsi-fungsi yang
relatif cukup sulit untuk diuraikan dalam bentuk uraian Taylor. Untuk itu kita dapat
memanfaatkan fungsi-fungsi yang sudah diketahui terlebih dahulu uraian dan selang
konvergensinya. Misalkan sebuah fungsi f (x)=u(x)w(x) dengan selang konvergensi

masing-masing adalah C,, dan C,,, maka uraian Taylor untuk f (x) di sekitar titik x =c¢

diberikan oleh:

f(x):[u(c)+ﬂ(x_c)+...j(w(c)+d_W(x_c)+...j 22)

dx dx

dengan rentang konvergensi uraian tersebut merupakan irisan dari rentang masing-

masing uraian C,, N C,,.
Contoh 1.10. Tinjau fungsi f (x)= S yang kerap dijumpai dalam persoalan
X

gelombang. Berdasarkan pengetahuan kita tentang uraian Taylor untuk f (x): sinx di

sekitar titikk x =0 yang diberikan oleh persamaan (16) maka uraian fungsi tersebut

adalah:

) L (22)

. ) ) ) 1

Dalam contoh ini kita tidak perlu uraian Taylor untuk fungsi f (x)=—. Untuk
X

menentukan rentang konvergensinya, telah kita peroleh sebelumnya bahwa uraian sin x

. : o 1
di sekitar x =0 memiliki rentang —oo < x <o, sedangkan untuk f (x):— rentang
X

definisinya (bukan rentang konvergensi!) adalah {—oo <x<w, X# 0} sehingga irisan

dari kedua rentang adalah {— W< X<0, X# 0}.

5. Contoh Penerapan dalam Fisika
5.1. Hampiran Numerik

Menggunakan uraian Taylor kita dapat mencari hampiran dari suatu fungsi f (x)
dengan melakukan pemangkasan orde dari uraian tersebut sesuai dengan yang kita
kehendaki. Misalnya kita melakukan pemangkasan hingga orde ke n, maka derajat

ketelitian yang kita peroleh dapat didekati melalui formula:
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(23)

Dengan d adalah titik di antara ¢ dengan nilai x yang ingin dihampiri.
Contoh 1.10. Fungsi semacam f (x) = 1 kerap kali ditemukan penerapannya
X

dalam problem Fisika terkait dengan potensial listrik Coulomb. Uraian fungsi tersebut
pada persamaan (2) dapat kita artikan bahwa nilai fungsi tersebut di sekitar titik x =1
dengan rentang 0 < x <2 dapat dihampiri dengan keakurasian yang cukup baik akibat
kekonvergensianya pada rentang tersebut. Untuk memperkirakan harga fungsi tersebut
disekitar x =1,01 misalnya, kita dapat melakukan pemangkasan deret pada persamaan
(20) hingga pangkat yang rendah saja, misalnya sampai dengan orde 2,
L=1—(1,01—1)+(1,01—1)2
1,01

24
=0,9901 )

Berdasarkan pendekatan (23) derajat ketelitiannya dapat dihitung melalui hubungan
berikut:

1d°(1/x)
3y’

1
=d—4(x—1)3

Ry () =

x=d

(25)

Ambil misalnya d =1,005 maka ketelitian yang diperoleh berorde sebesar ~ 107,

Contoh 1.11. Dalam Fisika relativistik, diketahui bahwa energi kinetik yang
dimiliki oleh suatu benda yang bergerak dengan kelajuan v dilihat oleh seorang

pengamat adalah sebesar:

2
Ep=—20C 2 (26)

\ll—vz/cz
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Tinjau fungsi f (x): dengan x =v/c. Untuk kasus non-relativistik, dimana
l-x

x << 1, uraian Taylor fungsi tersebut hingga orde pertama di sekitar x = 0 adalah:

! ~1+—x? (27)
1-x2
Sehingga dengan demikian dari persamaan (26) diperoleh:
of 1 2
E;, =myc [1 +Ec—2 —mgcC

(28)

1 5

= Emov

yang tidak lain adalah ungkapan energi kinetik untuk kasus non-relativistik yang kita

kenal.

5.2. Penurunan Persamaan Diferensial dan Integral

Selain dari penerapannya dalam memperoleh hampiran seperti yang dicontohkan
pada bagian 5.1, uraian Taylor juga lazim digunakan antara lain misalnya dalam
merumuskan persamaan diferensial atau persamaan integral yang menggambarkan
dinamika suatu sistem yang relatif kompleks.

Contoh 1.12. Penerapan uraian Taylor untuk persamaan integral terkait dengan
problem mencari potensial listrik akibat distribusi muatan di suatu titik. Secara

matematik, integrasi potensial yang dijumpai biasanya sangat rumit:

N 731
V()= | Lk, 6)
vol \/r2 +7'% =217 cos ZFF

Untuk mengatasinya, tinjau fungsi:

1

£(r)=
()J

#2412 =2 cos L7,
B 1
r\/l+52 —2¢&cosl

(27)
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dengan &=r'/r dan 67,7 . Jika diasumsikan bahwa ¢ <1, maka fungsi di dalam

tanda akar pada bagian kanan persamaan (27) dapat diuraikan dalam uraian Taylor

sebagai berikut:
1 :1—1(82—28cos6?)+§(82—28cosz9)2+...
\/1+82—28C0Sl9 2 8
(28)
=1+&cosf+e? —l+icos2 o\+...
2 2
Uraian ini dapat dengan mudah diperoleh melalui uraian Taylor fungsi f (x) = 11 di
+ X

sekitar x =0, dengan x = €% —2¢cosf. Berdasarkan hasil di atas, maka integral pada
persamaan (26) dapat diselesaikan dalam bentuk:

V(r)= %VJO‘Zp(r’)d3r' + r%vj;lr' cosOp(r')d>r +..... (29)
Teknik memperoleh potensial dengan cara ini ini dikenal sebagai cara Metode Ekspansi
Multipol dan akan lebih lanjut dibahas dalam perkuliahan Listrik-Magnet.

Contoh lain adalah penerapan dalam menurunkan persamaan diferensial yang
menggambarkan dinamika suatu sistem. Misalnya ketika memodelkan persamaan untuk
gelombang pada tali dengan memakai asumsi bahwa simpangan yang dialami oleh suatu
titik pada tali relatif sangat kecil.

Seperti yang disinggung pada bagian pendahuluan, penerapan uraian Taylor ini
dimaksudkan untuk menyederhanakan persoalan terkait yang sering membutuhkan teknik
matematika yang sangat rumit. Tetapi, sejak awal harus disadari bahwa pemodelan
semacam ini tidak memberikan suatu gambaran yang sifatnya menyeluruh mengenai
sistem yang ditinjau, sehingga kadang kita akan kehilangan fenomena-fenomena yang

terbuang ketika dilakukan penyederhaan tersebut.
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BAB 2

BILANGAN KOMPLEKS

1. Pendahuluan
Sistem bilangan kompleks pada dasarnya merupakan perluasan dari sistem
bilangan riil. Sistem bilangan ini diperkenalkan untuk memecahkan sistem-sistem

persamaan aljabar yang tidak mempunyai jawaban dalam sistem bilangan kompleks.

Tinjau misalnya sistem persamaan sederhana x?-1=0. Kita akan dengan cepat

mengetahui bahwa jawabannya adalah x =+1. Tetapi bagaimana dengan persamaan
x% +1=07 Persamaan ini hanya berbeda tanda sedikit dengan yang sebelumnya. Kita

akan segera menjawab bahwa x = £+/—1, tetapi ini bertentangan dengan konsep bilangan
riil, yaitu tidak ada kuadrat suatu bilangan yang berharga negatif. Atas dasar inilah

({3 r]

kemudian dikembangkan konsep bilangan baru dalam satuan “i ’yang jika dikuadratkan

akan berharga negatif atau i 2 —_1. Karena sifatnya yang tidak dijumpai dalam sistem

bilangan riil (nyata) maka bilangan tersebut dinamakan bilangan imajiner (khayal).
Dalam Fisika, sistem kompleks memegang peranan yang penting seperti misalnya

dalam mempelajari gelombang, rangkaian listrik sampai dengan penggambaran dinamika

partikel sub-atomik.

2. Bilangan Kompleks
Bilangan kompleks didefinisikan sebagai kombinasi linier antara bilangan riil
dengan bilangan imajiner sebagai berikut:
z=a+ib (1)
dengan a merupakan bagian riil dari bilangan kompleks z dan b adalah bagian
imajinernya. Untuk menuliskan masing-masing bagian dinotasikan sebagai:
a=Re(z), b=1Im(z) )
Berbeda dengan sistem bilangan riil yang memiliki konsep urutan dimana satu
bilangan dapat lebih besar atau lebih kecil, maka dalam sistem bilangan kompleks konsep

tersebut tidak dikenal.
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2.1. Bidang Kompleks, Representasi Kartesian dan Polar

Jika dalam sistem bilangan riil kita dapat merepresentasikannya dalam suatu garis
lurus seperti yang diilustrasikan pada gambar 1(a), maka bilangan kompleks lazim
direpresentasikan dalam suatu bidang kartesian yang dinamakan sebagai bidang

kompleks seperti yang diilustrasikan dalam gambar 1(b) dengan sumbu-sumbu x = Re(z)

dan y =Im(z).

-

®
(=]
N
=

(a) (b)

Gambar 1
Dalam representasi ini, untuk setiap bilangan kompleks z=a+ib, kita dapat

mengaitkannya dengan suatu titik (a, b) di dalam sistem koordinat kartesis. Panjang

garis lurus dari titik (0,0) ke (a, b) dinamakan Modulus Bilangan Kompleks atau |Z

sedangkan sudut € antara sumbu Re(z) dengan garis miring yang ditunjukkan pada
Gambar 1(b) dinamakan Argumen Bilangan Kompleks atau argz. Besar modulus dan

argumen dari bilangan tersebut adalah:
|z|2 =a® +b? (3a)
argz = arctang (3b)
Dari dua definisi ini, kita dapat pula menyatakan titik pada bidang kompleks

tersebut dalam representasi Polar, yaitu dengan menyatakan titik (a, b) menjadi

(

, arg z), dimana kedua representasi tersebut dihubungkan oleh persamaan:

Z

a= |z| cos(arg z), b= |z| sin(arg z) “4)
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Contoh 2.1. Nyatakan bilangan kompleks 4=1+i, B=1-i, C=-1—i dan
D =-1+1i dalam representasi kartesis dan polar. Dalam representasi kartesis, titik-titik
tersebut diberikan oleh A(L1), B(1,-1), C(~1,~1) dan D(-1,1) dengan posisi titik-titk

tersebut dalam bidang kompleks diilustrasikan dalam gambar di bawah.

A(1,1)

X

C(=1,— 1)o7~ *B(1,-1)

Untuk menentukan representasinya dalam bentuk polar, maka terlebih dahulu kita cari

modulus masing-masing titik serta argumennya. Berdasarkan persamaan (3) kita peroleh
untuk bilangan A4 =1+i misalnya, |A| =12 412 =42 dan arg 4 = arctan% = % ,

sehingga dengan demikian representasinya dalam bentuk polar diberikan oleh

A(\/E 7T/ 4). Dengan cara yang sama diperoleh untuk bilangan yang lainnya B(\/E 17/ 4),
c(V2,57/4) dan D(2,37/4).

2.2. Kompleks Konjugat

Untuk menentukan besar modulus bilangan kompleks sebagaimana yang
diberikan pada persamaan (3a), diperkenalkan konsep unit bilangan konjugasi i*=—i,
dengan i*i=1, sehingga dapat didefinisikan kompleks konjugat untuk bilangan
kompleks z :

Z¥=a+i*b
=a-ib )

Jelas dari sini bahwa untuk memperoleh modulus yang diberikan dalam persamaan (2)

dapat dilakukan melalui ungkapan:

2 =z%*z=(a—ib)a+ib)
g ©

—a® +b?
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Contoh 2.2. Tinjau bilangan kompleks 4 =2-+i. Kompleks konjugat bilangan

tersebut adalah: 4" =2 —i.

2.3. Aljabar Bilangan Kompleks
Seperti halnya bilangan riil, pada bilangan kompleks juga berlaku operasi-operasi
aljabar seperti penjumlahan, pengurangan, perkalian dan pembagian. Misalkan kita
mempunyai dua bilangan kompleks sebut saja z; =a; +ib; dan z, =a, +ib,, maka
untuk operasi-operasi aljabar tersebut berlaku:
(a) Penjumlahan:

] +22 =(a1 +ibl)+(a2 +lb2)

= (ay +ay)+i(by +b,) 7
(b) Pengurangan:
z) -2z, = (ay +iby )~ (ay +ib, )
= (a; —ay)+i(b; ~b,) ®
(c) Perkalian:
2y x 2y = (ay +iby )x(ay +ib, )
= (ajay —byby )+ ilab; +asby) ®)
(d) Pembagian:
a_nzn
7 Z3 z,
_ (ay +iby) (ay —iby) (10)

~(ay +iby ) (ay —iby)
_ aa, +b1b2 + i(a2b1 —albz)

a% + b22 a% + b22
Jelas terlihat dari hubungan di atas bahwa pada akhir masing-masing operasi tersebut
dilakukan pengelompokan atas bagian riil dan imajiner.
Contoh 2.3. Tinjau dua bilangan kompleks 4 =2+i dan B =3-2i, maka hasil
A4 (2+i) (3-2i) 8-i

A
bagian — adalah: — = =
PEmDREI e M e T 5 2) 5-21) 13
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3. Persamaan Kompleks dan Kurva pada Bidang Kompleks
Persamaan kompleks adalah sebuah persamaan yang mengandung variabel

kompleks, misalnya 3x + 2iy = 2 — 2iy adalah contoh persamaan kompleks dengan x dan
y merupakan variabel riil.

Dua bilangan kompleks adalah sama jika dan hanya jika bagian riilnya sama,

demikian pula bagian imajinernya. Misalkan kita memiliki persamaan kompleks
fl(x, y)—i—igl (x, y): /s (x, y)+ig2 (x, y), maka syarat agar persamaan ini dapat
dipecahkan adalah jika fl(x,y) =/ (x,y) dan g, (x,y) =g, (x,y).

Contoh 2.4. Cari pemecahan persamaan kompleks z% =1 dengan z=x+iy.
Nyatakan persamaan tersebut dalam variabel riil x dan y sebagai berikut: (x+iy)2 =1.
Selanjutnya kita jabarkan persamaan tersebut menjadi: x?+ 2ixy — y2 =1, sehingga di
peroleh persamaan untuk bagian riil dan imajinernya masing-masing (i) x? - y2 =1 dan
(1i1) 2xy =0. Dari persamaan (ii) jika x =0 maka dari persamaan (i) diperoleh y2 =-1
dan karena y seharusnya merupakan bilangan riil, maka hasil ini bukan pemecahan

persamaan yang kita tinjau. Jika y =0, maka diperoleh xt=1 yang memberikan nilai
riil bagi variabel x. Dengan demikian pemecahan persamaan tersebut adalah
{x=+1,y=0} atau z = *1.

Jika kita memiliki sebuah sebuah persamaan kompleks yang memberikan hanya
satu persamaan riil atau f (z) = (C dimana z = x+iy, dengan f (z) dan C masing-masing

berharga riil, maka sistem persamaan tersebut akan memberikan pemecahan dalam

variabel x dan y yang saling tergantung, sehingga menggambarkan suatu kurva dalam

bidang x — y tersebut.

Contoh 2.5. Tentukan kurva yang terkait dengan persamaan |z - 3| = 1. Ungkapan

persamaan tersebut dalam variabel x dan y adalah: |x—3 +iy| = w/(x—3)2 + y2 =1.

Kuadratkan kedua ruas diperoleh persamaan lingkaran (x—3)2 + y2 =1 dengan titik

pusat di (3, 0) dan berjari-jari 1.
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4. Deret Pangkat Kompleks dan Lingkaran Konvergensi
Seperti halnya ketika kita membahas deret pangkat pada sistem bilangan riil pada
bab 1, dalam sistem bilangan kompleks kita juga dapat membangun suatu deret pangkat

tak-hingga yang didefinisikan sebagai:
S(z)=>a,z" (11)

dengan z =x+1iy, dan a, merupakan bilangan kompleks. Untuk menguji konvergensi

dari deret tersebut, kita dapat memakai kembali semua perangkat yang telah kita bahas di
bab 1 lalu.
Contoh 2.6. Tinjau deret berikut:

22 Z3 Z4 0 Zn
LR ) 12
RN E( ) n (12)

Untuk menentukan konvergensi dari deret pangkat kompleks bolak-balik ini kita uji

n n+l n

=0 dan

<

n

terlebih dahulu konvergensi mutlaknya. Dari lim,_, jelas

n+l1

bahwa deret ini konvergen karena memenuhi syarat konvergen mutlak. Selanjutnya untuk
mengetahui harga z yang membuat deret tersebut konvergen kita gunakan uji rasio:

. nzn+1
lim W :|Z|<1 (13)

n—®

Dengan demikian diperoleh untuk harga |z| <1 deret (12) konvergen. Mengingat |z| =1
tidak lain adalah kurva lingkaran dalam bidang kompleks, maka untuk semua nilai (x, y)
yang berada di dalam kurva tersebut deret tersebut konvergen. Untuk (x, y) yang berada
tepat di lingkaran yaitu ketika |z| =1, maka kita harus melakukan uji terpisah untuk

menentukan konvergensinya dan mengingat analisis pemeriksaannya cukup panjang,

maka hal ini tidak kita lakukan.

5. Fungsi Eksponesial Kompleks
Seperti halnya pada pembahasan deret pangkat riil, setiap deret pangkat kompleks

yang konvergen akan mendefinisikan sebuah fungsi f (z) dengan variabel kompleks z
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dalam daerah konvergensi deret tersebut dan deret tersebut secara khusus dinamakan

sebagai uraian Taylor.

Sekarang kita akan meninjau uraian Taylor dari fungsi kompleks f (z): e’ di

sekitar z = 0 sebagai berikut (buktikan!):

2,3 4
e’ =1+z+7+?+?+
' (14)
0 n
z
=1+ ) —
nzz‘;n!

n

Dapat dibuktikan bahwa deret ZZ—' konvergen untuk seluruh z, sehingga uraian
n!

Taylor fungsi f (z)=ez juga memiliki rentang konvergensi yang sama. Dapat

diperlihatkan pula bahwa perkalian dan pembagian dua fungsi eksponensial kompleks

juga memenuhi hubungan yang sama dengan fungsi eksponensial riil yaitu:

efle?? = e(Zl+Zz) (15a)
2

- eli22) (15b)

e

Misalkan kita ambil z=iy atau z murni bilangan imajiner. Dengan

memasukkannya ke dalam persamaan (14), kemudian mengelompokkannya dalam bagian

riil dan imajiner diperoleh:

_ 2 4 6 3 5 7
o :(l—y—+y——y—+..]+i(y—y—+y——y—+---] (16)
20 4 6 o5t 7
cosy siny

Bagian imajiner dari ruas kanan persamaan (16) tidak lain adalah uraian Taylor untuk

fungsi sin y, sedangkan bagian riilnya dapat ditunjukkan merupakan uraian Taylor fungsi
cos y. Sehingga dengan demikian kita dapati bahwa bentuk fungsi eksponensial bilangan
imajiner ekuivalen dengan representasi trigonometrik:

e” =cosy+isiny (17)

Hubungan yang diberikan oleh persamaan (17) di atas dikenal sebagai rumusan Euler.
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T
Contoh 2.7. Nilai dari e 4 = cos% + isin% = 72(1 +1)

Berdasarkan representasi dalam bentuk polar yang diberikan pada persamaan (4),
maka bentuk z = x +iy kini dapat kita nyatakan dalam bentuk sebagai berikut:
z=r(cos@ +isin @) (18)
dengan r = |z| dan @ =argz, dan berdasarkan rumusan Euler pada persamaan (17)
bentuk di atas dapat diubah menjadi:
z=re'? (19)
Contoh 2.8. Nyatakan bilangan kompleks A= V3+i ke dalam bentuk

eksponensial kompleks. Modulus bilangan tersebut adalah: |A| =43+1=2 dan

1 : . .
argumennya arg 4 = arctan— = % , sehingga representasinya dalam bentuk eksponesial

V3
kompleks adalah A4 = 2¢"7/°
6. Pangkat dan Akar Kompleks

Dari hasil perkalian dua bilangan kompleks yang diberikan pada persamaan (15a),

maka pangkat riil » dari suatu bilangan kompleks, dengan n adalah bilangan bulat,

adalah:

. (remy _ . gin® 20)
Rumus pada persamaan (20) di atas lazim dikenal sebagai rumus de Moivre. Mengingat
(e"‘9 )n =(cos@ +isin#)", maka berlaku hubungan bagus berikut:

(cos@+isin@)" = cosné +isinnd (21)
Karena @ pada eksponensial kompleks dapat dihubungkan dengan argumen dari

fungsi sinus dan kosinus, maka tanpa mengubah representasi z, maka berlaku hubungan

berikut:
eig — ei(n9+2m7z') (22)

karena e>™7 =1,
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Berdasarkan persamaan (22) dan dari hasil pembagian dua bilangan kompleks

yang diberikan pada persamaan (15b), maka akar pangkat » dari bilangan kompleks atau

2" diberikan oleh:
Zl/n _ rl/nei(é’/n+2m7z/n)
(23)
=4r[cos(0/n+2mz/n)+isin(@/n+2mz/n)|
Contoh 2.9. Jika A=+/3 +i hitunglah 4*. Dari contoh 2.8 diketahui A =2¢""/°,
. 4 .

sehingga A* = (2e’”/6) =167 atau 4* = 16{c052%+ isin%ﬂ = 8(— 1+ l\/g)

Contoh 2.10. Hitunglah akar-akar persamaan kompleks 2t =1. Tinjau

- /4
z=%1= (e2”"” )/ , sehingga keempat akar tersebut adalah z,, = cos%+i sin%
dengan m =1,2,3,4 yang masing-masing adalah: (i) z; =0+il =i (i1) z, =-14+i0=-1
(1) z3 =0—il=—i (iv) z, =1+i0=1.
7. Fungsi Trigonometri, Hyperbolik dan Logaritma Kompleks

Dari rumusan Euler pada persamaan (17), kita dapat menyatakan fungsi-fungsi

trigonometrik sin@ dan cos@ dalam bentuk fungsi exponensial kompleks ¢'? . Karena
cos(— )= cos@ dan sin(—6) = —sin #, maka berlaku:

0

e’ =cosO+isind (24b)
% = cosf—isind = ¢ | (24b)
Pemecahan kedua persamaan (24) memberikan:
i0 | -if
cosfd = ¢ fe (25a)
2
i _—if
sing=5——"% (25b)
2i

Perluasan persamaan (25) ke bentuk kompleks dapat dilakukan dengan
mengganti variabel riill @ menjadi variabel kompleks z. Perluasan ini memberikan

fungsi trigonometrik kompleks:

cosz = % (262)
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sinz=5"¢ (26b)
2i

Contoh 2.11. Tunjukkan hubungan sinacos/f = %(sin(a + ﬁ)+ sin(a - ,B)),

dengan « dan £ adalah variabel riil. Berdasarkan persamaan (25), melalui manupulasi

ia _ _—ia\( i , —iff
sinacosﬂ:[e 2‘e J{e +2€ J
i
(e p) _ j-ila—p) _ e—i(aw)]

a+ﬂ
2i
Jilarp) _ ilasp)  ilap) _ -ila- )]

berikut diperoleh:

l\)I»—

+
2i

|_ NIH

(sm a+ f)+sin(a - B))

Misalkan kita ambil bilangan kompleks tersebut murni kuantitas imajiner atau

z =iy, maka diperoleh:

ol W) 4 omily) Ly

cos iy = 5 = 5 (27a)
siniy — o) ;ie—i(iy) _ {ey _2€—y j o)
Bentuk di atas mendefinisikan fungsi hiperbolik:
coshy = M (28a)
2
sinh y = % (28b)

Berdasarkan persamaan (27) terlihat bahwa cos iy = cosh y dan siniy =isinh y . Seperti
halnya perluasan fungsi trigonometrik riil ke trigonometrik kompleks yang dilakukan
dengan mengubah variabel riil & menjadi variabel kompleks z, maka perluasan fungsi
hiperbolik riill pada persamaan (28) ke bentuk kompleks juga dilakukan dengan

mengubah variabel riil y menjadi variabel kompleks z .
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Sekarang kita tinjau fungsi logaritma kompleks:
f(z)=Inz (29)
Berdasarkan perkalian dua fungsi kompleks yang diberikan pada persamaan (15a), seperti
halnya yang berlaku bagi fungsi logaritma riil, maka:
In(z,z,)=Inz; +Inz, (30)

i(n9+2m7z')’ dengan

Tinjau kembali variabel z dalam representasi polar z=re
m=0,£1,+2... dan —7 <8 <, maka fungsi logaritma (3) dapat dituliskan menjadi:

i(0+2mﬂ') i(0+2m7z)

=Lnr+Ine =Lnr+i(@+2mr)ne, dan "Ln" menyatakan

In(z)=1Inre
logaritma riil. Karena Ine =1, maka dengan demikian diperoleh:
In(z)=Lnr+i(0+2mx) (31)

Contoh 2.12. Dalam sistem bilangan riil, kita tahu bahwa harga dari In(—1) tidak

terdefinisi, tapi berdasarkan persamaan (31), jika kita mendefinisikan —1 = il r2mr)

maka diperoleh bahwa In(=1)=Lnl+i(z + 2mz) = i(z + 2mx).
(SR
=0

8. Representasi Fungsi Kompleks

Secara umum, berdasarkan rumusan Euler, semua fungsi kompleks f (z) selalu

dapat dituliskan dalam bentuk

£(z)=r(x.y)e! =) (32)
atau
f(2)=r(x,y)cos O(x, y)+isin O(x, y)] 33
= ulx,y)+iw(x,y)
dengan
u(x,y)=r(x,y)cos O(x, y) (34a)
w(x,y)=r(x, y)sin 6(x, y) (35b)
dan sebaliknya berlaku:
i, 9) = yur? (6,)+ w2 (v, ) (362)
0(x, y) = arctan wx,y) (36b)

u(x. y)
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Contoh 2.13. Nyatakan fungsi f (2)222 dalam representasi polar. Kita ubah

terlebih dahulu fungsi tersebut ke dalam variabel x dan y: 22 =x?— y2 + 2ixy , dengan

2_ y2 dan w(x,y) = 2xy, sehingga r(x,y) = \/(x2 - yz)z + 4x2y2

demikian u(x,y)=x
2xy

©2 =2

dan 6(x, y) = arctan

9. Contoh Penerapan dalam Fisika

Sistem bilangan kompleks seringkali digunakan di dalam Fisika untuk membantu
kita menggambarkan suatu gejala secara lebih sederhana. Seringkali pula berhubungan
dengan fungsi-fungsi kompleks lebih mudah dilakukan ketimbang fungsi-fungsi riil.
Representasi kompleks kadang juga diperlukan untuk memberikan gambaran fisis suatu
fenomena, seperti misalnya gejala pelemahan gelombang elektromagnetik di dalam

bahan. Berikut adalah dua contoh yang di jumpai dalam Fisika.

9.1. Gejala Interferensi oleh N Celah
Dalam kajian mengenai gejala gelombang, khususnya interferensi pada layar yang
di akibatkan oleh kehadiran N buah celah, kita dihadapkan dengan persoalan

penjumlahan fungsi trigonometrik riil berikut:

N
sin§+sin25+sin35+...sinN5:Zsinn5 (36)

n=l1

Melalui perumusan Euler, yakni dengan memanfaatkan kenyataan bahwa fungsi

sinusoidal sinnd adalah bagian imajiner dari eksponensial kompleks ¢™’  maka deret
pada persamaan (36) tidak lain merupakan bagian imajiner dari deret:
N .
Z eln5 (37)
n=1
N
Deret di atas tidak lain merupakan deret geometri be” yaitu dengan b =1 dan
n=l

x=¢'’. Telah diketahui pula jumlah yang konvergen deret geometri tersebut adalah

_ N
sebesar M sehingga untuk kasus yang kita tinjau diperoleh:
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(38)

Ungkapan 1—e™N? pada persamaan (38) di atas dapat disederhanakan dengan

NS _ ,iNS/2 (e—iN5/2 3 eiN5/2)

menuliskan 1—e¢’ , kemudian berdasarkan persamaan (25)

diperoleh 1—eNo = 2N/ sinNT5. Dengan cara yang persis sama juga diperoleh

1-e'® = —2i'? sing. Substitusikan kedua hubungan tersebut ke dalam persamaan (38)
diperoleh:
iINO/2 ([ : :
ez. / sin N§/2) _ GilN-1)gj2 sin N&/2 (39)
92 | sing)/2 sin §/2
Karena yang kita cari adalah bagian imajiner dari deret (37) maka hasil diperoleh adalah:
N _ .
3 sinnd = sin (¥ -1)5 ( sin N3/2 (40)
ot 2 sin &/2

9.2. Perambatan Gelombang Elektomagnetik di dalam Bahan
Perambatan gelombang listrik dengan amplitudo konstan ke arah x di dalam

bahan digambarkan oleh persamaan Helmholtz berikut:

2 2 2
d Ez(x)+” ¥ E(x)=0 (41)
dx c
Dimana E adalah amplitudo gelombang listrik, @ adalah frekuensi sudut gelombang dan
n indeks bias bahan yang dilalui. Persamaan diferensial di atas memiliki solusi

sederhana berupa fungsi sinus berikut:

E(x)= E, sin(kx) (42a)
atau dapat pula berbentuk fungsi cosinus:
E(x)=E, cos(@ x) (42b)
c

dengan E,, adalah amplitudo maksimum dan k£ = nw/c dinamakan bilangan gelombang.

Kedua solusi sama-sama memenuhi persamaan Helmholtz (41). Berdasarkan fakta ini,
kita dapat menggunakan representasi kompleks untuk gelombang listrik tersebut dengan

menuliskannya kembali sebagai berikut:
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E(x)= Ege™ (43)

Untuk memplotkan solusi tersebut dalam sistem bilangan riil, kita dapat
mengambil bagian riilnya atau bagian imajinernya saja, karena keduanya secara prinsip
menggambarkan keadaan yang sama. Dalam kebutuhan untuk mencari besaran-besaran
seperti distribusi energi listrik di dalam bahan, gelombang listrik dalam representasi
kompleks pada persamaan (43) lebih memudahkan dalam pemakaiannya ketimbang
representasi riil pada persamaan (42).

Jika bahan yang kita tinjau merupakan bahan yang dapat menyerap gelombang
tersebut sehingga terjadi atenuasi (pelemahan) atau bahan yang absorptif, maka kita dapat
melakukan modifikasi pada persamaan Helmholtz (41) dengan memasukkan indeks bias
bahan dalam bentuk kompleks sebagai berikut:

n=ngy+in, (44)
dengan n, adalah bagian imajiner indeks bias yang terkait dengan atenuasi gelombang.
Berdasarkan model ini, kita akan mendapatkan bahwa pemecahan persamaan (41) dengan
bentuk sebagai berikut:

E(x)= E, e " *or (45)

ka

Terlihat bahwa suku e "**, dengan k, = n,®/c, adalah bagian yang bertanggung jawab

atas peristiwa atenuasi tersebut. Untuk menggambar persamaan (45) dalam sistem
bilangan riil seperti ditunjukkan pada gambar 1, kita dapat mengambil, misal, bagian
riilnya saja:

ReE(x)= E, e coskyx (46)

Re E(x) ‘ﬁ ----------- [ ——

Gambar 1
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BAB 3

RUANG VEKTOR DAN MATRIKS

1. Pendahuluan

Konsep mengenai vektor di dalam Fisika memainkan peranan yang sangat
fundamental dalam rangka memberikan kejelasan atas fenomena yang dibahas. Secara
Fisika, vektor adalah cara merepresentasikan suatu besaran fisis tertentu yang memiliki
besar dan arah. Besaran-besaran yang digambarkan dengan menggunakan konsep vektor
di antaranya adalah kecepatan, percepatan, medan listrik dan medan magnet serta masih
banyak lagi contoh lainnya.

Perluasan dari konsep vektor dinamakan tensor. Secara matematika, tensor dapat
direpresentasikan dalam bentuk matriks, demikian juga dengan vektor yang dapat
dituliskan dalam bentuk matriks kolom. Besaran Fisika yang direpresentasikan dalam
bentuk tensor antara lain misalnya tekanan dan permitivitas bahan dielektrik. Pada bab
ini, kita akan mempelajari secara khusus pengertian dari vektor sebagai elemen dari suatu
ruang vektor serta aljabar vektor. Sebagai persiapan untuk mempelajari konsep tensor
pada materi perkuliahan Fisika Matematika II, kita akan pula mempelajari konsep
mengenai matriks. Selain dari keperluan untuk mempelajari tensor, matriks juga memiliki
kegunaan lain seperti misalnya untuk memecahkan persamaan linier dengan n buah

variabel yang tidak diketahui.

2. Ruang Vektor

Ada banyak objek Matematika yang digunakan dalam Fisika yang membolehkan
kita untuk melakukan penjumlahan, dan perkalian dengan suatu bilangan skalar.
Kumpulan objek Matematika yang memenuhi persyaratan seperti itu dinamakan ruang
vektor. Sebuah ruang vektor memiliki beberapa sifat berikut:
1. Jika kita menjumlah dua anggotanya, maka akan diperoleh yang anggota lain dari

ruang vektor tersebut. Misakan a dan b e W, dimana W adalah sebuah ruang

vektormaka G+b =ceW .
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2. Jika kita mengalikan satu anggotanya dengan sebuah bilangan yang disebut skalar,
maka kita juga akan memperoleh anggota lain dari ruang vektor tersebut. Misalkan
o adalah sebuah skalar, maka ca e W .

3. Operasi perkalian dengan skalar dan penjumlahan bersifat distributif,
a(Zz+I;): ad+ab.

4.  Selalu terdapat vektor nol 0 sedemikian sehingga a + 0=a.

5. Terdapat sebuah vektor —a, sehingga a + (— a ) =0.

Jika skalar « adalah bilangan riil, maka ruang vektor tersebut dinamakan ruang
vektor riil, sedangkan jika sebuah bilangan kompleks, dinamakan ruang vektor kompleks.
Untuk selanjutnya kita akan membatasi diri pada ruang vektor riil saja.

Dengan menggunakan dua operasi perkalian dengan skalar dan penjumlahan, kita

dapat membuat suatu penjumlahan berikut:

051511 +a2512 T+ +anc7n = ZOtnfln ew (1)

dimana ¢, adalah skalar riil. Penjumlahan pada persamaan (1) dinamakan kombinasi

linier dari n buah vektor dan koefisien ¢, dinamakan komponen dari kombinasi linier.

Jika kita dapat menjumlahkan Zanén =0 dengan «, #0 maka dikatakan vektor-
n

vektor tersebut saling bergantung secara linier, sedangkan jika semua «, =0 maka
dikatakan vektor-vektor tersebut tidak saling bergantung secara linier dan a, dinamakan

vektor basis. Sebuah ruang vektor yang didalamnya didefinisikan panjang dari sebuah

vektor dinamakan ruang vektor bermetrik atau ruang metrik.

3. Ruang Vektor Riil Tiga Dimensi
Contoh sederhana ruang vektor bermetrik yang sudah kita kenal adalah himpunan
vektor-vektor dalam koordinat kartesis tiga dimensi seperti yang diilustrasikan pada

gambar 1. Misalkan terdapat tiga vektor yang kita labelkan dengan e, , ¢, dan €, dan

masing-masing memiliki arah ke sumbu x, y dan z positif, maka jika kita melakukan

penjumlahan berikut:
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A=A, + Ayéy +A.e, (2)
dengan ;1, €., éy dan e, € W, sementara 4, Ay dan A, adalah skalar riil yang

merupakan komponen dari vektor A tersebut. Karena €y, €, dan ¢, saling tegak lurus

satu sama lain dalam sistem koordinat kartesian yang kita tinjau, maka terlihat bahwa
kondisi 4 =0 hanya dapat dipenuhi jika 4, =4, =4, =0, schingga dengan demikian

ey, €,, e, tidak lain adalah vektor basis pada ruang vektor kartesian tiga dimensi.

Gambar 1

Panjang sebuah vektor dituliskan sebagai ‘;1‘ dan secara spesifik akan digunakan

selanjutnya bahwa ketiga vektor satuan dalam koordinat kartesis memiliki panjang

|éx| = ‘Ey‘ = |EZ| =1. Ketiga vektor basis tadi lazim dinamakan sebagai vektor basis satuan

atau vektor satuan saja. Untuk vektor yang merupakan kombinasi linier dari ketiga vektor

satuan tersebut, seperti yang diberikan oleh persamaan (2), panjangnya didefinisikan

4] = 42 + 43 + 42 3)

Contoh 3.1. Tinjau suatu titik yang berada pada koordinat (3, 4) pada sistem

sebagai:

koordinat kartesis. Tentukan vektor posisi titik tersebut dan panjangnya. Dari posisi titik

tersebut diketahui r, =3 dan r, =4, schingga vektor posisi yang dimaksud adalah:

F =3é, +4¢, sedangkan panjangnya adalah |17| = \/rxz + ry2 = \/32 +4% =\25=5.
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3.1. Penjumlahan Vektor

Jika kita menjumlahkan dua atau lebih vektor, maka kita akan memperoleh hasil
penjumlahan juga dalam bentuk vektor yang biasa disebut sebagai vektor resultan.
Karena vektor memiliki besar dan arah, maka penjumlahannya tidak seperti kita
menjumlahkan bilangan skalar biasa. Penjumlahan vektor memiliki kemiripan dengan
menjumlahkan bilangan kompleks. Jika pada penjumlahan kompleks bagian riil
dijumlahkan dengan bagian riil demikian juga bagian imajiner dengan bagian imajiner,
maka pada penjumlahan vektor yang dilakukan adalah dengan menjumlahkan secara
aljabar biasa bagian yang searah. Misalkan kita memiliki 4= A4.é_ + Aye, +A4.e, dan

B=B.e, + B¢, + B.¢,, maka penjumlahan dan pengurangan antara keduanya adalah:

A+B=(4,+B,)%, +(4, +B B, +(4,+B,)e, = C (4a)
A-B=(4,-B,)é,+(4,-B, ), +(4, -B,)é, =D (4b)

Secara grafik, kita dapat memindah-mindahkan posisi dari sebuah vektor pada

sistem koordinat kartesis selama arah dan panjangnya tidak berubah seperti yang di
contohkan pada Gambar 2, sehingga penjumlahan A+B dapat pula dilakukan dengan
mempertemukan kepala vektor A dengan ekor vektor B .

y y

Gambar 2

Dua buah vektor dikatakan paralel jika koefisien-koefisiennya sebanding atau dengan

kata lain memenuhi kondisi berikut:

A
- =—Z =_Z 5
B, ©®)
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3.2. Perkalian Antar Vektor

Dalam ruang vektor, selain berlaku penjumlahan, dapat didefinisikan juga operasi
lain yaitu “perkalian” atau product. Perkalian antara dua vektor diklasifikasikan atas
perkalian skalar (scalar product) atau perkalian titik (dot product), dan perkalian vektor
(vector product) atau perkalian silang (cross product). Selain itu ada lagi perkalian
lainnya yang dinamakan perkalian langsung atau direct product. Perkalian skalar akan
menghasilkan sebuah skalar, dan perkalian vektor akan menghasilkan sebuah vektor
sedangkan perkalian langsung akan menghasilkan sebuah tensor. Pada pembahasan
selanjutnya kita hanya akan membatasi diri pada kasus perkalian skalar dan vektor saja,
sedangkan perkalian langsung yang menghasilkan tensor akan dibahas pada materi Fisika

Matematika II.
3.2.1. Perkalian Skalar

Perkalian skalar antara dua buah vektor, misalnya A dan B, dituliskan sebagai

A« B dan didefinisikan sama dengan perkalian antara panjang vektor kedua vekor dan

cosinus sudut antara kedua vektor tersebut:

A.B= ‘ZHE‘ cosé (6)
dengan 6= ZA,B, yang hasilnya merupakan sebuah bilangan skalar dan bersifat
komutatif: A« B=B+A.

Secara geometri, perkalian ini dapat diartikan sebagai perkalian antara panjang

suatu vektor dengan proyeksi vektor lain pada arah vektor tersebut. Terlihat pada Gambar

3, hasil perkalian ‘E‘ cos@® merupakan panjang dari komponen vektor B yang searah

dengan vektor A.

v

Gambar 3
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Berdasarkan definisi perkalian skalar yang diberikan pada persamaan (6), terdapat
dua sudut khusus yakni 6 =0, yakni ketika dua vektor searah dan 6 =90° Kketika

keduanya saling tegak lurus. Misalkan A dan B saling tegak lurus maka:
A-B= ‘;IHE" c0s90° =0 (7)
Sedangkan untuk perkalian skalar antara vektor A dengan dirinya sendiri, yang tentu saja
searah, adalah:
. )
Aed= ‘AHA‘ cos0° = ‘A‘ (8)
Sekarang perhatikan bentuk penulisan vektor yang direpresentasikan dalam vektor

satuan e

v» €, dan e, seperti yang dicontohkan pada persamaan (2), maka berdasarkan

persamaan (7) kita dapatkan bahwa:
=0 9)

sedangkan dari persamaan (8)

ex-éxzé oC :éZOEZZI (10)
Misalkan vektor 4 =4.é_+ A,e, +A.e, dan B=B.é + B,e, + B.e,, maka:

AeB=AB, +A4,B, +A4.B, (11)

Sedangkan panjang sebuah vektor dapat dihitung melalui:

\21‘=M.21=JA§+A§+A§ (12)
Contoh 3.2. Tinjau vektor berikut: 4=-2¢, +3¢, +¢, dan B=2é, —¢,+3¢..
Tentukan sudut diantara keduanya. Berdasar persamaan-persamaan (6) dan (9), sudut
AB,+A4,B,+A4.B,
4
dengan ‘2‘ =v22+3%2+1% =414 dan ‘E‘ =22 +12+3% =14, dihitung berdasarkan

(-2)2+3(-1)+13 -4
14 14

antara keduanya dapat diperoleh melalui hubungan cosé =

b

persamaan (10). Dengan demikian diperoleh: cosé =

b

sehingga 0 = arccos;—;1 ~107°.
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3.2.2. Perkalian Vektor

Jika pada perkalian skalar dihasilkan sebuah bilangan skalar, maka pada perkalian

vektor dihasilkan sebuah vektor pula. Perkalian vektor antara vektor A dan B dituliskan

sebagai
AxB=C (13)

Dimana C adalah vektor hasil perkalian yang dengan besarnya adalah:

\6\ = \ZHE\ sin @ (14)
Sedangkan arah vektor C, sebagaimana diilustrasikan pada Gambar 4(a), ditentukan oleh
kaidah tangan kanan, sama seperti ketika kita menentukan arah sumbu-sumbu koordinat
kartesis tiga dimensi, yakni dengan memutar dari vektor A ke arah B sehingga
membentuk suatu bidang dan arah vektor C tegak lurus bidang tersebut. Jelas terlihat

dari Gambar 4(b), bahwa perkalian ini bersifat anti-komutatif: AxB=-BxA.

SR 4

(a) (b) (©)

Gambar 4

Menarik untuk dicatat bahwa besar vektor C pada persamaan (14) tidak lain

adalah luas jajaran genjang seperti yang terlihat pada Gambar 4(c), dengan vektor C
tegak lurus bidang tersebut. Secara khusus kita dapat mendefinisikan sebuah vektor

satuan yang disebut sebagai vektor normal tegak lurus bidang arsir pada Gambar 4(c):

@Y
Ny
(ooT}

X

=\;1xg\

G, = —

n ‘é

(15)
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Kembali pada ruang vektor tiga dimensi pada koordinat kartesis, berdasarkan

penentuan arah vektor hasil perkalian ini, maka untuk vektor satuan e, Ey dan e,

diperoleh (buktikan!):

e xe,=¢e,xe, =e, xe, =0 (16a)
e xe,=¢€,, €,xe, =¢, e ,xe =¢, (16b)
e, xe =—€,, €,xe,=—€, € xe =-¢, (16¢)

XX y y
A,B (8, %8, )+ A,B, (6, xE, )+ 4B, (6, %8, )+ ......= (17)
%/_/ %AK'_/
éz _ey

Contoh 3.3. Tinjau vektor-vektor A =-2¢, + 3¢, +é, dan B=2¢, - e, +3e,.
Tentukanlah vektor normal bidang datar yang menghubungkan kedua vektor tersebut,

dan buktikan bahwa vektor normal tersebut tegak lurus dengan vektor A dan B tersebut.
Berdasarkan hubungan yang diberikan pada persamaan (15), maka kita terlebih dahulu

harus mencari perkalian vektor keduanya dan dari persamaan (17) kita peroleh:

(-26, +32, +&. )x (26, -, +3¢.)=¢6,(3.3-1(-1))+&,(1.2- (- 2).3)+
é.((-2)(-1)-3.2)

Sehingga AxB = 10e, +8¢, —4¢,, dan panjangnya ‘;1 X E‘ =102 +8% +4% =645

Dengan demikian didapatkan vektor normal bidang datar yang bersangkutan adalah:

. 10e, +8¢, —4e,

e
n 6\/§
1

dapatkan &, « A=——=(10(~2)+8.3+(-4).1)=0, schingga dengan demikian keduanya

65

tegak lurus. Dapat dibuktikan dengan cara yang sama bahwa e, L B.

. Tinjau perkalian skalar e, « A, berdasarkan persamaan (11) kita
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3.3. Persamaan Garis Lurus dan Bidang Datar
3.3.1. Persamaan Garis Lurus

Perumusan mengenai vektor yang telah kita bahas tadi dapat diterapkan untuk
mencari persamaan dari sebuah garis lurus. Misalkan kita memiliki dua buah titik di
dalam suatu koordinat kartesis (untuk sederhananya kita tinjau kasus dua dimensi) seperti

pada Gambar 5, yaitu (xo , yo) dan (x, y). Kedua titik tersebut dapat dinyatakan posisinya
dalam bentuk vektor masing-masing 7, = x¢€, + o€, dan r = xe, + ye,, schingga kita
mempunyai vektor Ar = (x — X0y )éx + (y - Yo )Ey yang terkait dengan persamaan garis
yang Kita cari. Misalkan kita juga memiliki vektor @ =a,é, +a e, yang paralel dengan

garis yang kita ingin ketahui persamaannya, maka dari syarat dua vektor paralel yang

diberikan pada persamaan (5) dihasilkan:

X—Xo _V~Xo (17)
a, a,
Persamaan (17) merupakan persamaan garis lurus yang dimaksud, dan perluasannya

untuk sistem tiga dimensi diberikan oleh:

x_x():y_yOZZ_ZO (18)
a, a, a,
y G p
A7,
o v
7
X
Gambar 5

Contoh 3.4. Tentukan persamaan garis lurus yang melewati titik-titik a(l,—l,—S)

dan b(2,—3,—3). Vektor yang paralel dengan garis lurus yang dimaksud adalah
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i—b= —€, +2¢, —2¢,. Dengan demikian, persamaan garis yang dimaksud adalah:

x‘fo =2 —2y 0_2 _50 . Nilai x;, yo, dan z, dapat diambil dari salah satu titik yang

diketahui, @ misalnya, kemudian dimasukkan ke dalam persamaan yang kita peroleh,

sehingga didapat persamaan akhirnya adalah: x —1= yTH _— er > .

3.3.2. Persamaan Bidang Datar

Secara umum, sebuah persamaan bidang dapat dinyatakan sebagai f (x, v, z) =0.
Khusus untuk bidang yang merupakan bidang datar, maka persamaan tersebut dapat
dituliskan sebagai berikut:

cxx+cyy+czz+c0:0 (18)
dengan c¢,,cy,c, dan ¢, adalah konstanta. Kemudian misalkan di bidang tersebut
terdapat vektor:

F=(x—xo)e, +(y—yo)e, +(z—z ). (19)

yang membentuk sebuah garis sebarang, seperti diilustrasikan pada Gambar 6.

z
e,
/ 12
7 7
(x0¥0-20) 7 _ /
P S ¥ /
I, I’
/ I _---" ) X5V, Z)
/I ,/
/ oy
X
Gambar 6

Selanjutnya untuk memperoleh persamaan tersebut, kita harus mengetahui paling

sedikit dua buah garis lurus yang berada pada bidang tersebut. Misalkan kedua garis
terscbut adalah & dan b, maka dari keduanya kita dapat memperoleh informasi
mengenai vektor yang tegak lurus dengan bidang tersebut N =G x b dari bidang tersebut.

Misalkan bentuk dari vektor normal tersebut dituliskan sebagai N =c &, + Cy ey +C e,
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maka persamaan bidang (18) akan diperoleh melalui hubungan N7 =0 dimana
Co = CxXp +ny0 + C.Zgp.
Contoh 3.5. Misalkan pada suatu bidang terdapat dua buah vektor masing-masing

a=3e,+2e,-e, dan b=e —3e

_, maka vektor normal bidang yang dibentuknya

adalah N=dxb = —6¢, +8¢,, —2¢,, schingga dengan demikian diperoleh persamaan

bidangnya adalah 3x-4y+z+6=0.

4. Matriks

Misalkan kita memiliki suatu susunan bilangan seperti yang dicontohkan di

'1"13‘["'135 0
(1)2,(11)2 4aau(m)2 4 6 (20)

Maka susunan bilangan yang diatur sedemikan rupa dalam format baris dan kolom yang

bawah ini:

membentuk sebuah persegi tersebut dinamakan Matriks. Sebuah matriks A dikatakan

berukuran (m X n) jika memiliki m baris dan k kolom, dengan elemen pada baris ke i dan

kolo ke j dilambangkan dengan a;; ,

kolom ke j
: 21)

A=|-- a; ---|<bariskei

Dengan indeks i berjalan dari i =1 hingga i = m, sedangkan indeks j dari j =1 hingga
j=n.

Bila jumlah baris dan kolom sebuah matriks sama atau m =n, maka matriks
tersebut dinamakan sebagai matriks bujur sangkar berukuran nx n, atau disebut matriks
berorde n. Jika setiap elemen sebuah matriks merupakan bilangan riil, maka matriks
tersebut dinamakan matriks riil. Sedangkan jika sekurang-kurangnya terdapat satu elemen
yang berbentuk bilangan kompleks, maka matriks tersebut dinamakan matriks kompleks.

Semua operasi matriks yang akan dibahas berikut ini berlaku baik untuk matriks riil
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maupun matriks kompleks.Sebuah matriks 4 berukuran mxn dengan elemen a;;

seringkali ditulis secara ringkas dalam bentuk A4 = {aij }

4.1. Aljabar Matriks
Dua buah matriks adalah sama jika dan hanya jika keduanya memiliki ukuran
yang sama dan setiap elemen pada baris dan kolom yang sama juga memiliki harga yang

sama. Jadi, jika 4= {aij} dengan ukuran mxn dan terdapat matriks lain B = {bl-j} yang
berukuran pxg, maka keduanya sama jika m=p dan n=gq, serta a; =0b; untuk
semua i dan ;.
4.1.1. Penjumlahan dan Pengurangan Matriks

Dua buah matriks 4 dan B yang berukuran sama dapat dijumlahkan atau
dikurangkan dengan hasil juga merupakan sebuah matriks baru, sebut saja C, yang
berukuran sama. Elemen dari matriks C ini merupakan hasil penjumlahan atau

pengurangan dari elemen-elemen matriks 4 dan B yang berada pada posisi baris dan

kolom yang sama. Jadi, misalkan A4 = {aij} dan B = {bl-j} masing-masing berukuran

mxn,maka 4+ B =C dengan {cij}:{aij}i {by}

1 3 1 4
Contoh 3.6. Misalkan A4 = [O 2] dan B =( 3 lj’ maka:

1 3 1 4 1+1 3+4 2 7 o
A+B= + = = . Dapat dihitung dengan
0 -2) (-3 1) (0+(-3) -2+1) (-3 -1

0 -1
mudah bahwa 4A-B = (3 3].

4.1.2. Perkalian dengan Sebuah Skalar
Perkalian sebuah matriks 4 dengan sebuah bilangan skalar ¢, menghasilkan
sebuah matriks baru B dengan ukuran yang sama dan elemen-elemenya merupakan hasil

kali delemen matriks 4 dengan c. Misalkan A4 = {a,-j} dengan ukuran mxn, maka

c¢A=B,dengan B = {bl-j} adalah matriks dengan ukuran mx n dimana b; = ca; .

. 1 3 1 3 2 6
Contoh 3.7. Misalkan A4 = ,maka 24 =2 = .
0 -2 0 -2 0 -4
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4.1.3. Perkalian Matriks
Sebuah matriks A4 berukuran mxn dapat mengalikan sebuah matriks B

berukuran nx p dari kiri, yang menghasilkan sebuah matriks C = AB dengan ukuran

mx p . Elemen dalam baris ke i dan kolom ke j dari matriks C adalah jumlah dari:

k=n
k=1

Persamaan (22) mengatakan: “elemen ke i dan j dari matriks hasilkali 4B = C, diberikan
oleh jumlah hasil kali setiap elemen matriks 4 dalam baris ke i, satu per satu, dari kiri ke
kanan dengan elemen matriks B dalam kolom ke ;j dari atas ke bawah”.

.. . . (41 a2 a3
Contoh 3.8. Tinjau perkalian antara matriks 4 = berukuran
dpp Ay dps

by by
2x3 dan matriks B =| by; by, | berukuran 3x 2. Tentukan ukuran matriks C elemen-
by b3

elemen dari matriks tersebut. Ukuran matriks C adalah (2x3)®(3x2)=(2x2).

Berdasarkan persamaan (22), elemen-elemen dalam matrik C tersebut adalah:

€12
j 1y = aybyy +apbyy +ay3byy
o))

)
Ic12I _
:___:) Cla = aybyy +aybyy +apsbs,
o))

€12
. ] Cy1 = ag1byy +anbyy +aysbs
22

€12 _
.———j Cop = anibyy +axby +aybs,
1
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Secara umum perkalian dua buah matriks tidak memenuhi sifat komutatif yakni:
AB # BA. Jika kedua matriks memenuhi kondisi 4B = B4, maka dikatakan keduanya

saling komut.

5. Matriks dan Sistem Persamaan Linier
5.1. Pemecahan dengan Metode Reduksi Baris/Eliminasi Gauss

Formulasi matriks seringkali digunakan untuk memecahkan sistem persamaan
linier melalui metode Reduksi Baris atau Eliminasi Gauss. Tinjau sistem persamaan linier

dalam variabel x, y, z sebagai berikut:

2x+y—z=2 (23a)
xX—y+z=T7 (23b)
2x+2y+z=4 (23¢)

Secara konvensional, yang dapat kita lakukan adalah dengan melakukan substitusi
berulang-ulang, sampai kita memperoleh solusi persamaan (23). Langkah berulang yang

dimaksud tersebut misalnya: dari persamaan (23a) kita peroleh 2x =2 — y + z, kemudian

kita masukkan ke dalam persamaan (23c), sehingga persamaan tersebut menjadi
y+2z =2, sehingga sistem (23) kini menjadi: 2x+y—z=2, x—y+z=7, y+2z=2.
Langkah serupa dapat terus kita lakukan sampai dengan kita berhasil memperoleh solusi
yang dimaksud. Tentu saja langkah ini kurang terprogram. Dengan menggunakan metode
reduksi baris, yang pada dasarnya sama dengan proses konvensional ini, kita dapat
membuatnya menjadi lebih terprogram

Sistem persamaan (23) di atas dapat dituliskan dalam bentuk persamaan

matriks AX = B sebagai berikut:

2 1 -1Yx) (2
1 -1 1 |yl|=]7 (24)
2 1 \z) |4

Matriks 4 pada persamaan (24) disebut juga sebagai matriks koefisien. Melalui metode
reduksi baris kita dapat melakukan langkah-langkah berikut terhadap matriks 4 dan B

secara simultan:
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1. Menukarkan posisi dua buah baris.

2. Mengalikan sebarang baris dengan sebuah konstanta tidak nol.

3. Menjumlahkan atau mengurangkan hasil sebuah baris dengan baris yang lainnya.
Hasil yang diharapkan dari langkah-langkah tersebut adalah dihasilkannya sebuah

matriks berbentuk:

a 0 0} x <)
0 a, 0 |y|=|cy (25)
0 0 as \ z C3

Sehingga solusi dari sistem persamaan linier yang dimaksud diberikan oleh:
x=clay, y=cylay, z=c3/a3 (26)
Untuk mengimplementasikan metode ini, kita dapat membentuk suatu matriks
baru (A | B) yang elemennya merupakan gabungan dari matriks 4 dan B yang lazim

disebut sebagai matriks perluasan (augmented matrix). Matriks perluasan untuk kasus

persamaan (24) adalah:

2 1 -1]2
(4|B)=|1 -1 1 |7 (27)
2 2 1|4

Kini kita terapkan langkah-langkah yang telah disebutkan tadi pada matriks (27):

Langkah 1.  Tukarkan baris 1 dan 2:

-1 1
I -1|2
2 1|4

[N N R

Langkah 2.  Kurangkan baris 3 dengan baris 2:

1 -1 1|7
2 1 -1|2
0 1 22

Langkah 3.  Tukarkan baris 3 dengan baris 2:

I -1 1|7
0 1 212
2 1 -1|2
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Langkah 4.

Langkah 5.

Langkah 6.

Langkah 7.

Langkah 8.

Langkah 9.

Langkah 10.

Kalikan baris 1 dengan —2:

-2 2 =-2|-14
0 1 2 2
2 1 -1] 2

Jumlahkan baris 3 dengan baris 1:

-2 2 =2|-14
0 1 2 2
0 3 -3|-12

Kalikan baris 2 dengan —3:
-2 2 =-2|-14
0 -3 -6/ -6
0 3 -3|-12

Jumlahkan baris 3 dengan baris 2:

-2 2 =-2|-14
0 -3 -6 -6
0 0 -9|-1I8

Kalikan baris 2 dengan 2/3 :

2 2 -2|-14
0 -2 —4|-4
0 0 -9|-18

Jumlahkan baris 1 dengan baris 2:

~2 0 -6|-18
0 -2 —4| -4
0 0 -9|-18

Kalikan baris 3 dengan —2/3:
-2 0 -6]-18
0 -2 —4| -4
0 0 6 | 12
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Langkah 11. Jumlahkan baris 1 dengan baris 3:
-2 0 0 ]-6
0 -2 -4|-4
0 0 6 |12

Langkah 12. Kalikan baris 3 dengan —2/3:

~2 0 0 |-6
0 -2 -4|-4
0 0 48

Langkah 13. Jumlahkan baris 2 dengan baris 3:

-2 0 0|-6
0 -2 0] 4
0 0 4] 8

Dengan demikian jelas berdasarkan persamaan (26), solusi dari persamaan (24)
diberikan oleh x =3, y=-2 dan z =2. Langkah-langkah di atas bukanlah satu-satunya
yang dapat diambil, kita dapat mengambil langkah lain yang mungkin lebih singkat.

5.2. Determinan
Tinjau matriks bujur sangkar 4 dengan orde n. Determinan dari sebuah matriks

dengan n =1, 4 = a;;, didefinisikan sebagai:

det(A) =ay, (28)
Sedangkan untuk matriks dengan orde n=2, 4= (le zlzj, maka determinannya
21 42
adalah:
det(4)= A e = ay ay —apay; (29)
azy dxp

Untuk mengetahui asal dari pendefinisian determinan untuk matriks berorde # kita
tinjau terlebih dahulu pengertian hasil kali elementer matriks A, yang didefinisikan
sebagai perkalian antara »n—buah elemen yang satu sama lain berbeda baris atau
kolomnya, dimana »n adalah orde dari matriks yang ditinjau. Untuk matriks orde 2, hasil
kali elementernya adalah:

ajjay dan appay) (30)
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Sedangkan a;;a,; dan a,a,, bukan merupakan hasil kali elementer karena masing-
masing berada pada kolom yang sama, demikian juga a;;a;, dan a,;a,, karena berada
pada baris yang sama.

Selanjutnya untuk kemudahan penjelasan, kita tuliskan hasil kali elementer (30)
dalam bentuk:

ay(1)@(2) > @1(2)%2(1) (3D

Perhatikan angka yang dikurung pada indeks masing-masing elemen yaitu (i) [(1), (2)]
dan (ii)[(2),(1)], terlihat bahwa urutan keduanya berbeda dan keduanya merupakan
permutasi (l) dan (2) Ditetapkan bahwa bentuk urutan (i) merupakan sebuah permutasi
genap, sedangkan untuk bentuk urutan (i) merupakan permutasi ganjil, karena untuk
mengubah bentuk (ii)) menjadi bentuk (i), kita membutuhkan satu langkah yakni
[(2), (l)] - [(l), (2)] Dengan kata lain, karena telah ditetapkan bahwa (i) adalah permutasi
genap, maka urutan berikutnya yang diperoleh dengan melakukan satu langkah
penukaran dikatakan memiliki permutasi ganjil.

Untuk membedakan antara urutan yang merupakan permutasi genap dengan

ganjil, maka tanda bagi permutasi genap adalah (+) sedangkan untuk permutasi ganjil

bertanda (—) Kembali pada hasil kali elementer (31), maka a(;)a,(;) bertanda positif
atau +ay(1)dy(2) (untuk selanjutnya tanda positif tidak akan dituliskan) sedangkan
ay(2)ay(1) bertanda negatif atau —a(3)ay(). Dari sini jelas terlihat dari bahwa definisi

determinan untuk matriks dengan n =2 yang diberikan pada persamaan (29), tidak lain
merupakan jumlah dari semua hasil kali elementer matriks tersebut yaitu
ay1ar + (— aprds ) = ay1a,, —ajpd,; (tanda kurung tidak dituliskan).

Dari kasus untuk n =2, terlihat bahwa jumlah hasil kali elementer yang dimiliki
oleh matriks dengan order tersebut adalah sebanyak 2 buah. Secara umum untuk matriks
berorde n terdapat n! buah hasil kali elementer.

Kini selanjutnya kita tinjau determinan untuk matriks berorde 3 berikut:

app 2 413
det(d)=|ay ay anx (32)

a3y dzp a4z

48



Hasil kali elementer yang dimiliki oleh matriks tersebut banyaknya adalah 3! Atau 6 buah
yaitu (buktikan!):
11622033, d12023d31, A13621d3) (33a)
a13aa31, @1142303), A12d21d33 (33b)
Dalam kasus ini, yang diambil sebagai patokan dasar adalah urutan a;;a,,a33 Ambil
contoh hasil kali elementer a;,aj3a;;. Untuk mengubahnya menjadi bentuk dasar

kembali dibutuhkan langkah sebanyak dua kali penukaran indeks kedua masing-masing
elemen yaitu ay(5)a,(3)43(1) = @1(2)@2(1)43(3) = 41(1)%2(2)43(3)> dengan demikian permutasi
hasil kali elementer tersebut adalah genap. Tinjau aj3a,,a3;, pada baris awal (33b),
untuk mengubahnya menjadi bentuk dasar kembali dibutuhkan terdapat tiga langkah:
a1(3)42(2)43(1) = @1(2)42(3)43(1) = d1(2)@2(1)43(3) —> 1(1)92(2)43(3) sehingga permutasinya
adalah ganjil.

Selanjutnya dengan cara yang sama di dapatkan (silahkan buktikan) hasil kali
elementer (33a) merupakan permutasi genap sedangkan (33b) adalah permutasi ganjil.
Dengan demikian determinan dari matriks berorde 3 adalah:

det(4) = ayjaxas; +apazaz; +aj3aa3 (34)
—dj3d)ds) — Ay dp3dsp —djpdn dss
Pengelompokan kembali persamaan (34) diperoleh:
det(A) = 011(‘122”33 —dz3das )_ ap (421033 —dajasz) )+ a3 (021032 - a22a31) (35)

atau:

dj dx aj; A4 az an
det(4)=ay, —ay, +ays (36)

dzy dzj dazyp  asjz dazyp dazp

Selain hasil pada persamaan (35), pengelompokan juga dapat dilakukan sehingga
diperoleh:

det(4) =—ay;(aypa33 — ajzasy )+ ax (ay a3 — azas; ) - ays(ayaz, —apas) (37)
atau:

a a a a a a
det(A) = —ay| "2 DBlyay|T M| _g,,lM A2 (38)

dzy d3z az; djzp
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Ketiga determinan pada persamaan (36) dapat diperoleh dari determinan semula
dengan mengabaikan baris dan kolom tertentu. Pola yang diperlihatkan oleh persamaan
(36) untuk menyatakan nilai determinan matriks berorde 3 ini dapat diperluas untuk
menghitung matriks berorde » > 3. Untuk maksud tersebut, kita perlu mempelajari dua

rumusan pada pasal berikut.

Misalkan 4 dan B adalah dua matriks dengan orde yang sama, maka sifat penting
berikut berlaku:
det(A4B) = det(4)det(B) (39)

Perlu diingat bahwa konsep determinan hanya berlaku bagi matriks bujur sangkar.

5.2.1. Minor
Determinan orde dua dalam persamaan (36) dan (38) disebut minor dari elemen

bersangkutan yang dikalikan. Misalkan untuk elemen a;;, pada persamaan (36),

aj A

minornya adalah dan dapat diperoleh melalui cara seperti yang diilustrasikan

berikut ini;

a1 (10> ars minor a

__________

a a
Misalkan lagi untuk elemen a,; pada persamaan (38), minornya adalah 2 7B

juga dapat diperoleh melalui cara seperti yang diilustrasikan berikut ini:

minor a,,

Secara umum dapat dinyatakan bahwa minor dari elemen a; sebuah matriks 4

didefinisikan sebagai determinan matriks yang tertinggal setelah baris ke i dan kolom ke j

yang mengandung elemen a; dihapus.
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5.2.2. Kofaktor
Terlihat pada persamaan (36) atau (38) tanda dari minor yang terkait dengan suatu
elemen matriks dapat berharga positif atau negatif. Secara umum matriks minor tersebut

dinamakan kofaktor dari elemen a;; yang didefinisikan sebagai:

K; = (- I)Hj X minor a;; (40)

Berdasarkan rumusan kofaktor ini, persamaan (36) misalnya, dapat dituliskan kembali
menjadi:
det(d) = ay Ky +appKy, +a3K 3 (41)

1+2

dengan K| = (— 1)1+1 X minor ay; = minor a;;, Ky = (— 1) ™2 X minor a;, = —minor ay, ,

dan K5 = (— 1)1+3 X Minor a;3 = minor a5 .

2 1 -1
Contoh 3.9. Hitunglah det(4)={1 —1 1|. Berdasarkan rumusan minor-
2 2 1

kofaktor di atas, kita dapat mengambil elemen pengali a;; dari sebarang dari baris atau

kolom tertentu dan kemudian mencari kofaktornya. Misalkan kita ambil sebagai

elemennya adalah elemen pada kolom ke tiga yaitu a;3 =—1, a,3 =1, a33 =1. Maka

berturut-turut kofaktornya adalah (buktikan!):

1 -1 2 1 2 1
Ky =(-1)" , 5| K = (=17 5 2‘ =-2 dan Ky =(-1)"" | _1‘ =-3,
2 1 -1
sehingga diperoleh: [1 -1 1|= (— 1)K13 +(1)K23 + (1)K33 =-9.
2 2 1

5.3. Aturan Cramer

Aturan Cramer adalah suatu cara untuk memecahkan persamaan sistem linier
AX = B, dengan A4 adalah matriks bujur sangkar berorde n dan det(A) # 0, sedangkan X
adalah matriks kolom berukuran nx1 yang berisikan n buah variabel {xl 3 X9 ey xn} yang
tidak diketahui dan B juga merupakan matriks kolom berukuran n x1.

Berdasarkan aturan ini, maka solusi dari sistem persamaan linier tersebut dapat

diperoleh melalui rumusan berikut:
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B det(U;)
i det(A4)

(42)

Dimana U, adalah matriks yang diperoleh dengan menggantikan kolom ke i dari matriks

A dengan matriks kolom B.
Untuk membuktikan aturan ini, Tinjau persamaan linier:
apx+apy =b

(43)
ayx+ayy=b,

. . : .. a;; a .
Matriks yang terkait dengan sistem persamaan ini adalah A4 :( i lzj. Kalikan
dp1 dxm

bagian atas persamaan tersebut dengan a,, dan bagian bawah dengan a,,, kemudian

an» (al (Xtapy= bl)
alz(azlx tapy= bz)
(011022 _a12a21)x = ayby —apb,

kurangkan kedua diperoleh: —, sehingga solusi untuk

variabel x adalah:

¥ = apby —aypby (44).

ajdy —appdy

Dapat dibuktikan dengan cara yang sama bahwa untuk variabel y solusinya adalah:

by —ayb
y= d1193 — a0 (45).

ajdyp —appds

Sekarang kita tinjau solusi keduanya berdasarkan aturan Cramer, dimana matriks

U, yang terkait dengan sistem persamaan linier yang kita tinjau adalah:

b
U, =( : a”j (46a)
by ay
b
Uy :{a“ 1J (46b)
ay by
det - det|\U _
sehingga diperoleh : x = — v, _ b zanby g y = ( y)z aiby —ayh ,
det(4)  ayay —apay det(4)  ayay —apay

yang menghasilkan solusi yang sama dengan persamaan (44) dan (45).
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Kita telah membuktikan bahwa aturan Cramer dapat diterapkan untuk
memperoleh solusi bagi sistem persamaan linier dengan dua variabel. Pembaca dapat
meyakini diri bahwa aturan ini pun berlaku untuk sistem dengan » buah variabel.

Contoh 3.10. Selesaikan persamaan linier (23) dengan menggunakan aturan
Cramer. Telah diperoleh pada contoh 3.9. bahwa matriks 4 yang diberikan pada

persamaan (24) memiliki determinan det(A): —9. Dari sistem tersebut, diperoleh:

1 -1 2 2 -1 2 1 2
Ug=|7 -1 1|, U,=/1 7 1 |dan U,=|1 -1 7| dengan masing-masing
4 2 1 2 4 1 2 2 4

determinan adalah det(U, )=-27, det(U y ) =18 dan det(U,)=-18. Dari sini kita

det(U,) -27 ,  detlt,) _1g _det(U,) _-18

L Y il L g _ZI8_,
det(4) -9 7T det(d) -9 det(4) -9 ™

peroleh: x =

9

seperti yang diperoleh dengan menggunakan metode reduksi pada pasal 5.1.

6. Matriks Invers
Kembali kita tinjau sistem persamaan linier AX = B. Selain dari cara reduksi
baris dan cara aturan Cramer yang telah dibahas pada pasal-pasal terdahulu, kita juga

dapat memecahkannya dengan mengalikan terlebih dahulu persamaan tersebut denagn

matriks invers A~ dari kiri sehingga persamaan linier tersebut menjadi:

A'Ax =47'B (47)

Jelas terlihat, agar sistem tersebut dapat dipecahkan, maka syarat yang harus dipenuhi

adalah 47'4 =1, dimana I adalah matriks identitas dengan det([ ):1 yang memiliki

sifat komutatif A/ = I4 . Berdasarkan persamaan (39), det(A - ): , sehingga dapat

1
det(A4)
disimpulakn bahwa syarat agar sebuah matriks memiliki invers, maka det(A) #0.

Sebelum kita membahas cara mencari matriks inverse tersebut, akan terlebih

dibahas konsep mengenai matriks identitas dan matriks transpos bagian berikut.

6.1. Matriks Identitas dan Matriks Transpos
Sebuah matriks identitas atau matriks satuan, didefinisikan sebagai matriks bujur

sangkar dimana hanya bagian diagonalnya yang tidak nol dan semua elemen diagonal
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tersebut berharga 1. Contoh untuk matriks bujur sangkar berorde 3, maka matriks

satuannya adalah:

(48)

~

Il
S O =
S = O
- o O

Matriks transpos dari matriks A dituliskan sebagai AT, dan dapat dibangun

dengan menukar posisi indeks dari masing-masing elemen, a; — a ;. Misalkan untuk

. _ a ain . T _ apy an
matriks berorde 2, 4 = , maka matriks transposnya adalah 4~ = .
) L) dip 4
6.2. Penentuan Matriks Invers dengan Menggunakan Metode Reduksi Baris
Seperti halnya yang telah kita pelajari dalam mencari pemecahan sistem
persamaan linier melalui metode reduksi baris pada pasal 5.1, maka dengan cara yang
sama kita dapat pula menerapkannya untuk mencari matriks invers yang ingin diketahui

dari matriks A.

Misalkan matriks invers yang dimaksud A4~ =|ay| ay a5 |. Maka

2 1 a7 a5 a5 0 0
perkalian: 447 =1 -1 1 az_ll az_% a2_31 = 1 0| akan menghasilkan:
2 2 1) a3 a3 an 0 1

—_
|
—_
Q
oy
_‘b—
—

2
1 -1 1 |ay |=]0 (49a)
2

2
1 -1 1 |an|=|1 (49b)
2

2 1 -1 6113
1 -1 1 |an|=|0 (49¢)
2 2 1 )ax
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Terlihat ketiga persamaan (49) di atas merupakan persamaan linier 4X = B. Dengan
demikian mencari elemen-elemen matriks invers tersebut dapat dilakukan dengan metode
reduksi baris yang telah kita bahas sebelumnya.

Selanjutnya berdasar persamaan (49) kita dapat membentuk matriks diperluas

(A | 1 ) Dengan melakukan operasi reduksi baris, yang tertuang pada tiga langkah di

pasal 5.1, maka matriks diperluas tersebut akan tereduksi menjadi (I | A7l ), dimana pada
bagian sebelah kanan matriks diperluas tersebut kita dapatkan matriks invers yang
dimaksud.

Contoh 3.11. Tentukan invers matriks pada contoh 3.9.

2 1 —-1|1 0 O
Matriks diperluas untuk matriks tersebut adalah: |1 -1 1 |0 1 0. Selanjutnya
2 2 110 01

dengan melakukan kembali 13 langkah yang ditempuh pada pasal 5.1, diperoleh:
-2 0 0|-2/3 -2/3 0
0 -2 0] 2/9 89 -2/3
0 0 4]-16/9 89 4/3
Selanjutnya lakukan kembali langkah-langkah tambahan berikut ini:
Langkah 14. Kalikan baris 1 dengan —1/2:
1 0 o 13 13 0
0 -2 0| 2/9 89 -2/3
0 0 4|-16/9 8/9 4/3

Langkah 15. Kalikan baris 2 dengan —1/2:

1 00| 13 1/3 0
01 0| -1/9 -4/9 13
0 0 4|-16/9 8/9 4/3

Langkah 16. Kalikan baris 3 dengan 1/4

10013 13 0
01 0|-1/9 —4/9 1/3
0 0 1|-4/9 2/9 13
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3 13 0
Sehingga dengan demikian matriks invers 4™ adalah 47" =| =1/9 —4/9 1/3
—4/9  2/9 13

6.2. Penentuan Matriks Invers dengan Menggunakan Metode Determinan

Metode ini didasarkan pada kenyataan bahwa sebuah matriks 4 memiliki invers,
jika dan hanya jika determinannya tak sama dengan nol, det(A);é 0. Mengingat
penurunannya agak panjang, maka kita hanya akan membahas langkah-langkah
perhitungannya saja.

Untuk mengiilustrasikannya, tinjau perhitungan untuk mencari invers dari matriks
A yang berorde 3. Langkah pertama adalah dengan membentuk matriks kofaktor dari

matriks A, yaitu matriks yang elemennya adalah kofaktor dari setiap elemen matriks

tersebut:
ay; ap a3 Ky K Kz
A=|ay ay ay|—>cof(d)=|Ky Ky Ko (50)
azyp dzp d4sz K3 K3 Kiss

dengan K; diberikan oleh persamaan (40).

Setelah kita peroleh matriks kofaktor tersebut, selanjutnya kita cari matriks
transposnya:
Ky Ky Ky
cof(4)' =| Ky Ky Ky (51)
K3 K3 K
Matriks transpos kofaktor ini secara khusus disebut sebagai matriks adjoint dari matriks

A:

adj(4) = cof(4)" (52)
Selanjutnya untuk mendapatkan matriks invers yang dimaksud kita gunakan rumusan:
A—l _ adJ(A) (53)

det(4)
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Contoh 3.12. Tentukan invers dari matriks pada contoh 3.11, dengan

menggunakan metode determinan. Dengan menggunakan persamaan (40) untuk mencari

2 1 -1 -3 1 4
kofaktor diperoleh: 4=| 1 -1 1 |—>cof(A)=] 1 4 -2
2 2 1 0 -3 -3
-3 1 0
Sehingga matriks adjointnya adalah: adj(A) =1 4 -3 |. Dari contoh 3.9 diketahui
4 -2 -3

bahwa det(4)=—-9, dengan demikian diperoleh:

(A . -3 1 0 1/3 1/3 0
A_I:aJ( ):— 1 4 -3|=|-19 -4/9 1/3|, sesuai dengan diperoleh
det(4) -9
4 -2 -3) (=49 2/9 13

dengan menggunakan metode reduksi baris.
Berdasarkan rumusan matriks invers ini, kita kini dapat pula memecahkan
RS 1/3 /3 02 3
persamaan linier (24), dimana X = 4~'B dan |y |=| -1/9 -4/9 1/3|7|=|-2
z -4/9 2/9 1/3)\4 2

seperti yang telah diperoleh sebelumnya dari pasal 5.1.

7. Matriks-Matriks Khusus
Secara khusus kita telah membahas dua matriks khusus pada pasal 6, yang sering

kita jumpai penggunaannya dalam Fisika, yaitu matriks identitas / dan matriks transpos

A" serta matriks adjoint adj(4). Beberapa matriks khusus adalah:

1. Matriks nol, yaitu matriks dengan semua elemennya berharga nol dan biasanya
disimbolkan dengan matriks 0.

2. Matriks singular, yaitu matriks bujur sangkar dengan determinan nol. Semua matriks
yang bukan bujur sangkar juga disebut matriks singular karena tidak memiliki
determinan.

3. Matriks identitas I, matrik dengan semua elemen diagonalnya 1 dan elemen selain
diagonal nol. biasanya secara singkat direpresentasikan oleh suatu kuantitas yang

dinamakan delta kronecker &; yang didefinisikan memiliki sifat berikut:

57



L oie
%:{ e (54)
0, i#]J

4. Matriks transpos A", matriks yang diperoleh dengan menukar elemen baris matriks
A menjadi kolom dan sebaliknya.

5. Matriks invers A", adalah matriks yang memenuhi kondisi A4 =1,

6. Matriks transpose konjugat AT = (AT )* (baca: 4 dagger), yang diperoleh dengan
mentranspos matriks 4 dan mengkompleks konjugat-kan.
7. Matriks adjoint adj(A), matriks yang elemennya merupakan kofaktor dari setiap

elemen matriks 4.
Berikut adalah beberapa sifat khusus matriks yang juga sering dijumpai dalam

Fisika beserta contohnya:

1. Jika 4= A", maka dikatakan matriks tersebut adalah matriks simetrik.

1 i T
Contoh: 4 = =A
i1
2. Jika 4=-A", maka dikatakan matriks tersebut adalah matriks skew-simetrik

1

Contoh: A4 = L A = 0 sehingga 4=—-A4" . Sebagai catatan, semua

matriks skew-simetrik memiliki elemen diagonal nol.

3. Jika A= A" , maka matriks tersebut dinamakan matriks hermitian.

1 —i T 1 i + 1 —i
Contoh: 4 = —> A4 = —>A4' = =4.
i 1 —i 1 i 1

4. JikaA" = 47", maka matriks tersebut adalah matriks orthogonal.

0 1 r (0 -1 0 ,
Contoh: 4 = Lo —> A = Lo = A (buktikan!)

5. Jika AT = 47! , maka matriks tersebut dinamakan matriks uniter.

0 i r (0 i 5 0 —i 1 ,
Contoh: 4 =| —> A =| —> A" = = A (buktikan!)
i 0 i 0 -i 0
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8. Contoh Penerapan dalam Fisika

Konsep mengenai vektor dan matriks di dalam Fisika memainkan peranan yang
cukup sentral, karena hampir dipakai disemua cabang Fisika. Sebagai contoh, dalam
mekanika, konsep vektor atau matriks secara umum dipakai untuk menggambarkan
dinamika gerak benda dalam tiga dimensi, misalnya untuk benda yang bergerak secara
rotasi.

Tinjau misalnya gerak sebuah partikel yang berada dalam pengaruh gaya sentral
F=F (r)ér , seperti gaya gravitasi misalnya. Pada umumnya gerak tersebut dapat berupa

lintasan yang mengelilingi suatu titik tempat sumber gaya tersebut. Contoh misalnya
gerak planet mengelilingi matahari. Bagi partikel dalam pengaruh gaya sentral tersebut,
untuk lebih mempermudah penanganan, dinamikanya lazim direpresentasikan dalam
sistem koordinat polar, dimana jarak dari suatu partikel dan sudutnya terhadap suatu
kerangka acuan tetap digunakan sebagai besaran yang digunakan untuk menggambarkan

perilaku geraknya, seperti yang diilustrasikan dalam Gambar 7(a).

y vV =yv.e,. +V9€9 \\\\ y
(PR \
At
— Ay
€0 "\ -
er
— 1
F(re, /
Il
’
’ r
r. !
4 (
4 \
\
—_ \
ey a 9 \\
e X €x X

(a) (b)
Gambar 7

Misalkan kecepatan dari partikel pada Gambar 7(a) adalah:

V=V.6. +Vvyéy (55)
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dimana e, dan €, masing-masing adalah vektor satuan dalam sistem koordinat polar
yang diberikan pada Gambar 7(b), sedangkan v, dan v, adalah komponen vektor dalam
sistem koordinat tersebut. Vektor satuan e, dan e, adalah vektor-vektor satuan yang

selalu berubah sesuai dengan posisi partikel tersebut.

Bagi sistem koordinat kartesis dengan vektor satuan tetap ¢, dan e, kita dapat
mencari hubungan keduanya dengan e, dan €, dalam koordinat polar. Berdasarkan
Gambar 7(b) dan |Er| =1, kita dapat melihat hubungan berikut:

¢, =e,cosf+e,sind (56)
Untuk mendapatkan hubungan bagi vektor satuan €y, kita misalkan e, =—ae, +be,,
dan dengan memanfaatkan kenyatan bahwa e, Le, atau é€ge€, =0 dan |59| =1,

didapatkan persamaan:

—acos@+bsind =0 (57a)
a’+b? =1 (57b)
. ) cos@ .
Dari persamaan (57a) diperoleh: b =a— R masukkan kembali ke persamaan (57b)
sin
=1
2 ) 2
diperoleh a? 1+COS2 0 = g2 9+2COS 0 =1, sehingga a =sin@ dan b =coséd.
sin” @ sin” @

Dengan demikian kita peroleh hubungan:

€, =e,cosf+e,sind
(58)

€y =—¢,sinf+é, cosd

Bentuk persamaan (59) dapat dinyatakan dalam bentuk matriks:

( j = R( ’“] (59)
0 y
dimana matriks R pada persamaan:

( cos@ sin Hj
R= (60)

—sin@ cosé

Y
]

Q)
[y
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merupakan matriks yang bersifat orthogonal (buktikan!), dimana

R _RT _ cos@ —sind 1)
B |sin@ cos@ '

Dari sini dapat pula diperoleh invers persamaan (60):
e e cosd —sinf)é
=R =] ar (62)
e, € sin@ cosf )\ ey
Dapat dibuktikan dengan mudah bahwa untuk memperoleh komponen kecepatan
dalam sistem kartesis dapat diperoleh melalui persamaan berikut:
v 1% cosf —sinf\ v
=R T =] ’ (63)
vy Vg sind cosf vy
Sebagai contoh sederhana, kita tinjau kasus gerak melingkar beraturan dengan

kelajuan tetap dengan:
(64a)

(64b)

v, =0
Vg =Traw

Berdasarkan persamaan (63), maka diperoleh komponen gerak tersebut dalam koordinat

Vi | [cos 6 —sind) 0
v, ] \sin@ cos@ \row
(65)

kartesis sebagai berikut:

y
(— sin 9]
=rw
cos@

Vv =—erosinf + Eyra)cos 0

Atau dalam bahasa vektor:
(66)
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BAB 4

TURUNAN DAN DIFERENSIASI PARSIAL

1. Pendahuluan

Dalam bab ini kita akan membahas konsep mengenai diferensiasi parsial terhadap
fungsi-fungsi dari beberapa variabel bebas. Fungsi dengan variabel banyak sering
dijumpai penggunaannya dalam Fisika ketika berkaitan dengan suatu gejala yang
melibatkan beberapa buah besaran. Misalnya ketika kita membahas perilaku suatu gas,
kita dapat mengkajinya lewat persamaan keadaan gas tersebut yang biasanya merupakan
fungsi dari besaran volume, tekanan dan temperatur. Kalkulus merupakan perangkat
analisa yang kita butuhkan untuk untuk mengkaji dinamika dari suatu sistem fisis yang
melibatkan beberapa besaran seperti dalam kasus perilaku gas di atas karena ia
merupakan bagian dari Matematika yang berhubungan dengan laju perubahan suatu
fungsi terhadap variabelnya.

Seperti yang pernah disinggung pada Bab 3, bahwa fungsi dengan banyak

variabel seperti f (x, y,z): 0 mendefinisikan permukaan dalam ruang tiga dimensi,

seperti yang dicontohkan pada Gambar 1 untuk fungsi z — 2xy2 sin(2x) =0.

{

Gambar 1
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Secara umum, fungsi f (xl 3 X0 ey Xy, ) =0 dengan n buah variabel juga membentuk suatu

permukaan yang disebut permukaan-hiper (hyper-surface), tetapi kita tidak dapat

menggambarkannya dalam bentuk visual karena keterbatasan dimensi yang kita miliki.

2. Turunan dan Diferensial Parsial Fungsi Banyak Variabel
2.1. Definisi Turunan Parsial

Misalkan kita memiliki sebuah fungsi A(x), dimana 4 merupakan sebuah

besaran turunan yang merupakan fungsi dari besaran pokok x. Laju perubahan A
terhadap x didefinisikan sebagai:

A _ A(x+Ax)- A(x) 0
Ax Ax

dengan Ax yang diambil relatif cukup besar. Turunan atau diferensial dari fungsi A(x)

(x) dA(x)

terhadap x yang dituliskan sebagai A’ :d— diperoleh jika kita mengambil
X

Ax — 0 sehingga:
dA AA
A'=—=1lim — 2
e A0 " (2)
Secara geometri, seperti yang diilustrasikan pada Gambar 2, turunan dari fungsi

tersebut di suatu titik merupakan kemiringan garis lurus yang menyinggung titik tersebut.

Di titikk x=x, pada Gambar 4, kemiringannya diberikan oleh a4 . Perhatikan,

dx|,_ X

berdasarkan persamaan (2), kita dapat menuliskan:

dA = A'dx 3)

Gambar 2
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Untuk fungsi dengan variabel banyak, misalkan f = f (x, y), didefinisikan konsep

turunan parsial, Zl, yaitu turunan f terhadap x dengan menganggap y konstan, dan
X

o

™ yaitu turunan f terhadap y dengan menganggap x konstan.
v

Secara geometri turunan ini menyatakan kemiringan di suatu titik (xo, yo) dari
kurva proyeksi fungsi tersebut pada salah satu bidang proyeksi. Misalkan untuk fungsi
yang diberikan pada Gambar 1, proyeksi fungsi tersebut pada bidang (x, f ) di titik
Y=Yy, dan (y, f ) di titik x = x; masing-masing diberikan pada Gambar 3(a) dan 3(b)
berturut-turut, maka kemiringan garis singgung masing-masing kurva proyeksi tersebut

pada titik (xo , yo) diberikan oleh turunan parsial: g dan g
X=X

X

. Perhatikan bahwa
Y=Xo

untuk turunan parsial kita tidak menggunakan notasi ”d ”, tetapi menggunakan notasi
”0” (baca: do) yang menyatakan turunan dari fungsi f terhadap salah satu variabel

dengan menganggap variabel lain konstan.

f(xy0) f(x0.)

xO y()

(a) (b)

Gambar 3
Selain dari bentuk penulisan turunan parsial seperti yang diberikan di atas, dalam

beberapa buku teks kita juga akan menjumpai beberapa bentuk lain semisal:

T _o.f=f. =D f )
ox
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Untuk turunan parsial dengan orde lebih tinggi berlaku:

o e e
ox\ox) ot oy \ ox - dyvex” oyl ox? 8y8x

2 3
Contoh 4.1. Jika f = x? +2xy +y Tentukan: 1 of 9J .
ax Qyox’ ayzéx

0l af ol a2n4y?) ey O 3 (af] olex+2y°) 62,
Ox dvox oy \ ox oy

3 2
(i) azf Kl o%f a(6y ):lzy
dy*ox oy | oyox oy

2.2. Uraian Taylor Fungsi Banyak Variabel

Seperti halnya fungsi dengan satu variabel yang dapat diuraikan atas deret
pangkat sebagaimana yang telah kita bahas di Bab 1, maka untuk fungsi banyak variabel
pun kita dapat melakukan hal yang sama. Kita akan membatasi diri untuk fungsi dengan

dua variabel f = f (x, y). Tinjau uraian fungsi tersebut dalam bentuk deret pangkat

berikut:
f(x,p)=ag +ag (y=b)+ag(y—b) +..+ay(x—a)+
ay (x—afy—b)+ap(x-a)y-b? (6

=§§:a "(y-b)"

0 m=0

Untuk mencari koefisien a,,, pada persamaan (6), kita dapat menggunakan cara

yang persis seperti yang dilakukan untuk kasus satu variabel. Pertama kita cari dahulu

untuk koefisien ap, dan dengan mudah kita peroleh jika kondisi x=a dan y =5
dipenuhi, yang mengakibatkan:

ag = f(a,b) (7)
Untuk a; kita dapat memperolehnya dengan mencari turunan parsial persamaan (6)

terhadap variabel y dan mengevaluasinya kembali pada titik (x =a,y= b):

®)
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Sekarang kita cari koefisien a;, dengan jalan menurunkan parsial terhadap x satu kali

dan terhadap y dua kali, sehingga didapatkan:

1 &
app =4 u

— )
2 8x8y2

o
Koefisien-koefisien yang lain pada prinsipnya dapat dicari dengan cara yang
sama. Tanpa harus memasuki detail perhitungan, berikut diberikan ungkapannya dalam
bentuk yang kompak:
0 n 1 6n+m

fley)=2%> —

'm! A o™
n=0m=0 -1 Ox" Oy

f(w){ (x—a)"(y=0)" (10

> Q

X
Y
2.3. Diferensial Total

Misalkan kembali kita memiliki fungsi f = f (x, y), maka diferensial (selisih)

total fungsi tersebut didefinisikan sebagai:

df =limu, o f(x+Ax,y+Ay)- f(x,y)

Ay—0
= g dx + g dy
ox oy

(1)

Ungkapan gldx dan %dy dalam persamaan (11) berturut-turut merupakan diferensial
X

parsial fungsi f dalam arah x dan y.

Gambar 4
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Penjelasan secara geometri makna dari diferensiasi total df pada persamaan (11)
dapat dilihat pada Gambar 4. Misalkan titik 4 adalah f (x, y), sedangkan titik C adalah
f (x +dx,y+ dy) dengan dx,dy — 0, yang keduanya berada pada permukaan yang
dibentuk oleh fungsi tersebut. Garis AB merupakan garis singgung pada kurva proyeksi

di bidang (x, f), dan seperti halnya persamaan (3), maka panjang garis BB'= Zla’x.
X

Sementara itu, garis AD merupakan garis singgung pada kurva proyeksi di bidang (y, f )

dan panjang garis DD’:%dy. Dari sini terlihat bahwa bidang A4BCD, yang

didalamnya terdapat garis AB  dan AD, tidak lain adalah bidang datar yang
menyinggung titik 4. Dipihak lain, karena titik 4 dan C' berada pada bidang AB'C'D’

yang paralel dengan bidang (x, y), maka panjang garis CcC' = df merupakan diferensiasi

total dari fungsi yang dimaksud, dan dari Gambar 4 diketahui bahwa CC'= BB'+ DD’

atau dengan kata lain df = 8f dx +— 8f
X
Secara umum, untuk fungsi dengan » —buah variabel, f = f (xl,xz, " n) maka

diferensiasi total fungsi tersebut diberikan oleh:

df— Zh 1+id 2+id 3+...+idxn (12)

ox; X5 Ox3 ox,,

Contoh 4.2. Jika [ =e” +sin(xy), tentukan df . Sebelumnya mencari diferensial

total dari fungsi f tersebut, kita cari terlebih daulu turunan parsial terhadap variabel x

&

3 =e¢” + xsinxy, sehingga dengan demikian diperoleh:
Y

dan y. Z—£=ysinxy dan

df = gdx +gdy = (ysin xy)dx + (ey + xsin xy)dy :
ox oy

3. Aturan Rantai dan Turunan Implisit
Dalam beberapa kasus, kita akan menjumpai bahwa variabel suatu fungsi yang
merepresentasikan suatu sistem merupakan fungsi dari variabel lainnya, atau kita juga

menemui kasus dimana suatu fungsi tidak dinyatakan secara eksplisit, sehingga dengan
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mudah dapat dicari turunannya. Berikut kita akan membahas kasus-kasus dimana turunan

dari suatu fungsi tidak dapat langsung diperoleh dengan mudah.

3.1. Aturan Rantai
Misalkan terdapat suatu fungsi dimana variabelnya merupakan fungsi dari

variabel lainnya. Tinjau fungsi:
f=1), w=ulh), h=hx) (13)
daf

dan kita diminta untuk mencari turunan f terhadap x, prad
X

Pertama kita cari diferensial total dari fungsi-fungsi f, u dan 4 :

df = g du (14a)
ou
du = ou dh (14b)
oh
dh = oh dx (14c)
Ox
Gabungkan ketiga persamaan (14) diatas diperoleh:
of Ou Oh
df =———d 15
S = wan ™ (1
Bagi kedua ruas pada persamaan (15) dengan dx diperoleh:
& _of udh 16
dx Ou Oh Ox

yang merupakan turunan f terhadap x. Cara memperoleh turunan dari suatu fungsi

yang variabelnya merupakan fungsi variabel lain ini dinamakan aturan rantai.

Selanjutnya kita tinjau kembali fungsi semacam persamaan (13), tetapi dengan:

f=rlw), u=ulx,y), w=wxy) (17)

maka diferensial total fungsi /', u dan w adalah:

dfzzdu +1dw (18a)
ou ow

duza—udx+a—udy (18b)
ox oy

dw=2"ax + 2" 4y (18¢)
ox oy
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Dengan mensubstitusikan persamaan (18b) dan persamaan (18c) ke dalam persamaan

(18a) diperoleh:

df = (g%+ga_m}}dx+ ga—u—l—g&—w dy (19)
Ou Ox Ou Ox Ou 0y Ou Oy

Perlu dicatat bahwa persamaan (18a) merupakan diferensial total f terhadap u dan w,

sedangkan persamaan (19) merupakan diferensial total f* terhadap x dan y.

Contoh 4.3. Misalkan f =xy, x=cos(s+¢) dan y =sin(s—¢). Tentukan gl
s
dan 1 Berdasarkan persamaan (18): df = %5_364_1@ ds + 1@4_@61 dt .
ot Ox 0s Oy Os Ox Ot Oy ot
of /Os of /ot
Turunan-turunan parsial yang diperlukan: g =y, g =X, o = —sin(s + t),
ox oy os

% = —sin(s +1), Z—y = cos(s —¢) dan % = —cos(s —¢). Untuk mencari turunan parsial f
s

S_Yx Ty

ds Ox0s Oy oOs = xcos(s —t)— ysin(s +1).,

terhadap s, berlaku df =0, sehingga

Sedangkan untuk mencari turunan parsial fungsi f terhadap variabel ¢ diambil ds =0

S _dox Sy

mangapa?), sehingga
(mangapa?), sehingga = =5 o Y o) o

—xcos(s —)— ysin(s +1).

3.2. Turunan Implisit

Perhatikan persamaan di bawabh ini:

e’ +sinx =1 (20)
Untuk mencari ungkapan ? , langkah konvensional yang harus kita tempuh adalah
X

menjadikan persamaan tersebut berbentuk:
y =In(1-sin x) (21)
Kemudian baru kita cari turunannya dengan menggunakan aturan rantai (16), kita

dapatkan hasil sebagai berikut:
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dy _ (d(ln(l —sin x))j[d(l —sin x)j(d sinxj

dx | d(1-sinx) d sin x dx
=( L j(_ )cosx) (22)
1-sinx
_ COS
Csinx—1

Kini bandingkan dengan cara berikut. Pertama kita cari diferensial total dari

masing-masing fungsi yang terlibat di dalam persamaan tersebut:

Yy
de’ = aidy =e’dy (23)
y
dan
d(sinx)= @dx = cosxdx (24)
X

sehingga diferensiasi total persamaan (19) menjadi:
d(ey )+ d(sinx) = e”dy + cos xdx = 0 (25)
Ruas kanannya menjadi nol karena d (1) = 0. Selanjutnya dari persamaan (24) diperoleh:

Q __cosx
dx ey

(25)

Sementara dari persamaan (20) kita peroleh e¢” =1-sin x, sehingga akhirnya didapatkan:

Q_ Ccos X

26
dx sinx-—1 (26)

Sama seperti yang diperoleh dengan cara konvensional.
Cara mencari turunan yang baru saja kita bahas ini dinamakan cara turunan

implisit. Secar umum jika kita memiliki fungsi f (x, y): ¢, dimana ¢ adalah sebuah

kontanta, dengan diferensial totalnya diberikan oleh:
df:gdx—i-gdyzo (27)
ox oy

Maka untuk mencari turunan y terhadap x dapat dilakukan melalui hubungan berikut:

dy _ _(afj a (28)
dx ox oy
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Pada contoh persamaan (20), kita kebetulan bertemu dengan persamaan implisit
f (x, y): ¢ yang dapat diubah menjadi bentuk persamaan eksplisit y = g(x). Turunan

implisit ini akan menjadi penting, manakala kita berhadapan dengan persamaan implisit

yang tidak dapat diubah menjadi persamaan eksplisit.

2
Contoh 4.4. Misalkan y2 +e” =2x, tentukan ﬂ , d_y Tinjau diferensial total

" dx?

persamaan tersebut: (2 y+e’ )dy = 2dx, sehingga diperoleh: (i) & = atau (ii)

dx 2y +e

%(2 y+e’ )—2 =0. Untuk turunan kedua y terhadap x, turunkan persamaan (ii)
X

2 y
terhadap x yaitu: i{ﬂ@y + ey)— 2} =0, sehingga u(2y + ey)+ QM =
dx | dx dic? dx dx

2 v’ v\’
4 (2y+ey )+ Z[d—yj +e” (—yj =0. Dengan mensubstitusikan persamaan (i)

d? X dx

5 2 2
diperoleh: d—f(2y+ey)+2( 2 ] +ey[ 2 ] =0 dan sebagai hasil akhir

dx 2y+e” 2y+e”
2 y
didapatkan: d ; =— 8+de .
dx (zy +e )3

4. Masalah Nilai Maksimum dan Minimum Fungsi

Dalam Fisika, mencari nilai maksimum atau minimum (disebut juga nilai ekstrim)
dari suatu fungsi yang menggambarkan dinamika suatu sistem sering kali dibutuhkan
untuk mengetahui karakteristik dari sistem tersebut. Misalnya kita ingin mengetahui
nilai-nilai tekanan atau temperatur kritis yang terkait dengan nilai maksimum atau
minimum energi dalam dari sebuah sistem termodinamika sehingga kita bisa mengetahui
fase-fase-nya.

Jika ketika kita mencari titik-titik ekstrim tersebut terdapat kaitan antara variabel-
variabel yang terlibat, maka dikatakan sebagai nilai ekstrim dengan kendala (constraint).
Sedangkan jika diantara variabel-variabel tersebut tidak terdapat hubungan lain, maka

dikatakan sebagai nilai ekstrim tanpa kendala.
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4.1. Nilai Ekstrim Tanpa Kendala

4.1.1. Fungsi dengan Satu Variabel

Karena turunan dari suatu fungsi pada dasarnya adalah laju perubahan fungsi
tersebut terhadap variabelnya dan juga dapat diartikan sebagai kemiringan dari
kurva/permukaan yang ditinjau. Untuk fungsi dengan satu variabel titik-titik dengan nilai

ekstrim dari fungsi tersebut dapat dicari melalui kondisi:

af _
=0 (29)

Pada titik ini kemiringan dari kurva berubah dari positif menjadi negatif atau dari negatif
menjadi positif. Titik-titik ekstrim tersebut dapat berupa maksimum atau minimum.
Misalkan dari persamaan (29) kita mendapatkan titik ekstrim x = x;, yang dimaksudkan,
maka titik tersebut maksimum atau minimum dapat ditentukan berdasarkan turunan

kedua yang dievaluasi pada titik ekstrim tersebut:

2
d { >0, Titik Minimum (30a)
dx“ |
X=X,
2
d 2f <0, Titik Maksimum (30b)
dx”|
X=X
f

Gambar 5
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Pada titik maksimum, kemiringan kurva berubah dari positif menjadi negatif dan
sebaliknya pada titik minimum berubah dari negatif menjadi positif. Sedangkan jika:

2
r

x> 3
X=X

€2))

maka titik ekstrim tersebut disebut titik belok. Dicontohkan pada Gambar 5, titik-titik
maksimum (titik 1), minimum (titik 2) dan belok (titik 3).
4.1.2 Fungsi dengan Dua Variabel

Tinjau fungsi f (x, v, z): 0 yang dapat dinyatakan dalam ungkapan z = f (x, y)
dan mendefinisikan sebuah permukaan dalam ruang tiga dimensi. Titik-titik ekstrim pada

permukaan tersebut dapat dicari dengan memecahkan secara simultan kondisi berikut:

a _
Fo 0 (32a)
a _
P 0 (32b)

Misalkan (x,y,) adalah titik ekstrim yang dimaksud, maka untuk menentukan sifatnya
didefinisikan suatu kuantitas yang disebut Hessian dari fungsi tersebut sebagai berikut:

2 2 2
s O 0 /| 33)
ox~ Oy OxQy

X:XO
y=Xo
Titik maksimum dan minimum dipenubhi jika:
2
% <0, §>0, Maksimum (34a)
ox
2
% >0, §>0, Minimum (34b)
ox
Sedangkan jika:
$<0 (35)

maka titik tersebut dinamakan titik sadel (titik yang berada pada suatu permukaan yang

mirip pelana kuda) dan 0? f / ox? tidak perlu dievaluasi. Jika S =0 sifat titik tersebut

tidak dapat ditentukan Ilustrasi masing titik diperlihatkan pada Gambar 6(a) untuk titik

maksimum, 6(b) titik minimum dan 6(c) untuk titik sadel.
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1y,
LT
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AR
-"""""f$:?:‘:’o’o‘o‘:‘:ﬁ::\““"
. _
Y
Gambar 6
... . .. 2 .. 2 2
Contoh 4.5. Tentukan titik ekstrim fungsi (i) f (x) =x"—-1,01) f (x, y) =x" -y,
. . df . o
serta sifatnya. Untuk fungsi pertama o =2x =0, didapatkan x, = 0. Masukkan nilai
X

tersebut ke fungsi (i) maka dalam koordinat kartesis titik ekstrimnya berada di (0,—1).

2
Selanjutnya, karena % =2 >0, maka titik tersebut merupakan titik minimum. Untuk
dx

fungsi kedua, titik ekstrimnya dapat dicari melalui hubungan Zl =2x=0 dan
X

g =-2y =0, sehingga titik ekstrimnya adalah (xo =0,y = O) yang berada di posisi

0y
(0,0,0) dalam koordinat kartesis. Untuk menentukan sifat titik tersebut kita cari nilai

2, A2 2
Hessian S titik tersebut: S = 0/ o) - 0 f| = (2)(— 2)— (0) =-4<0.
ox? oy’ axay‘x:

4.2. Nilai Ekstrim dengan Kendala

Suatu fungsi yang titik ekstrimnya tidak hanya ditentukan oleh kondisi dimana
turunan pertamanya berharga nol tapi juga oleh kaitan antar variabel dikatakan memiliki
nilai ekstrim berkendala.

Misalkan kita memiliki sebuah kawat yang dibengkokkan sedemikian rupa

sehingga bentuknya menyerupai kurva dari fungsi

yx)=1-x? (36)

Sebagaimana terlihat pada Gambar 7, dan kita ingin melihat nilai ekstrim dari jarak
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r(x,y)=~/x% + y? (37)
antara suatu titik di kawat tersebut dengan pusat koordinat kawat tersebut.

y

Gambar 7

Jika kita secara naif mencari nilai ekstrim dari persamaan (37), maka berdasarkan

kondisi (32) kita dapatkan:

LU S S (38a)
ox x2 +y2
OV 0=y =0 (38b)

o [y i
Jelas terlihat bahwa titik kritis yang kita peroleh tidak memenuhi persamaan (36) karena

Yo #1- xg . Hal ini disebabkan karena antara x dan y memiliki hubungan lewat fungsi

pada persamaan (36) yang kita sebut sebagai fungsi kendala.
Untuk memecahkan sistem dengan kendala di atas, ada beberapa cara yang dapat
kita tempuh: pertama dengan menggunakan metode Eliminasi, kedua dengan metode

Turunan Implisit dan yang ketiga dengan metode Pengali Lagrange.

4.2.1. Metode Eliminasi

Dalam metode ini, pada dasarnya kita hanya mensubstitusikan persamaan (36) ke

dalam persamaan (37) dan misalkan R = r? maka kita sampai pada persamaan:

R(x)=x?+(1-x2f =x* —2x? 41 (39)
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Agar lebih memudahkan, kita gunakan bentuk kuadrat dari fungsi ». Persamaan (39)
merupakan fungsi satu variabel, yang selanjutnya dapat kita cari nilai ekstrimnya dengan
menerapkan kondisi (29):

R

— 2x(2x2 —1): 0 (40)

Persamaan (40) di atas memiliki tiga akar yaitu: x, =0 dan x, =+./1/2. Sedangkan

turunan keduanya:

2
AR _ 192 (41)
dx’?

Kini kita tinjau x, =0 dengan dan y, =1, berdasarkan persamaan (41) diketahui bahwa

2
d—f =-2 <0, sehingga titik tersebut adalah titik maksimum berdasarkan kondisi (30b).
dx
: o : d’R
Kemudian untuk titik x, =+./1/2 dengan y, =1/2, kita dapatkan bahwa = 4>0,
- - dx

yang menunjukkan kedua titik tersebut adalah titik-titik minimum.

4.2.1. Metode Turunan Implisit

Tinjau kembali fungsi R = X2+ yz. Turunan totalnya terhadap x adalah:

dR dy

—=2x+2y— 42
dx d dx 42)
Dipihak lain, diferensial total fungsi kendala pada persamaan (36) adalah:
dy =-2xdx atau @ =-2x (43)
dx
Substitusikan persamaan (36) dan (43) ke dalam persamaan (42) diperoleh:
ar =2x—4xy (44)
dx

Agar R berada pada titik ekstrim maka dR =0, dan dengan mensubstitusikan fungsi y
pada persamaan (36), didapatkan seperti melalui metode eliminasi, titik-titik ekstrimnya

adalah: x, =0 dan x, =+,/1/2.
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Untuk memeriksa maksimum dan minimumnya diperlukan d 2 R/ dx? . Turunkan

persamaan (44) sekali terhadap x menghasilkan:

2
d—R=2—4y—4xd—y (45)
dx’? dx
Dari persamaan (36) dan (43) didapatkan lagi persamaan (41) dan hasil yang sama seperti

pada metode eliminasi pun kita dapatkan kembali pula.

4.2.1. Metode Pengali Lagrange
Tinjau fungsi kendala pada persamaan (36). Secara umum kita dapat menyatakan

fungsi kendala tersebut dalam bentuk:

#x.y)=c (46)
dengan ¢ adalah sebuah konstan, sehingga diferensiasi totalnya adalah:
d¢:%dx+%dy:0 (47)
ox oy

Selanjutnya, misalkan f (x, y) adalah fungsi yang pada nilai ekstrimnya memenuhi:

df:%dx+%dy:0 (48)
maka bentuk berikut akan tetap berlaku:
df + d¢ =0 (49)
dengan A adalah sebuah konstanta. Dari sini kita dapat membentuk fungsi baru:
F(x,9,4)= f(x,y)+ Ag(x,) (50)
Berdasarkan persamaan (47) dan (48) diperoleh:
df+ﬁd¢=[%+i%jdx+[%+i%}dy=0 (51)

Dari sistem persamaan tersebut ditambah dengan persamaan (46) untuk fungsi kendala,

kita dapat mencari nilai 4 sehingga memenuhi:

oo o 520
ox Ox ox
a—]:=1+/1a—¢=0 (52b)
oy 0oy oy

#(x,y)=c (52¢)
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Faktor pengali A disebut juga sebagai faktor pengali Lagrange. Untuk mencari
nilai-nilai ekstrim yang dimaksud, maka kita dapat memperolehnya dengan memecahkan
persamaan (46) dan (52) secara bersama-sama guna mendapatkan x,, y, dan 4.

Kembali pada fungsi kendala (36) yang dituliskan kembali seperti persamaan
(46), diperoleh fungsi F terkait:

F=x2+y2+/1(x2+y (53)
H_/
f ¢
dan sistem persamaan yang harus dipecahkan adalah:
oF _ 21+ A)x=0 (542)
ox
8—F:2y+/”t:0 (54b)
y
x2+y=1 (54c)

Solusi persamaan (54a) memberikan x; =0 atau A =-1. Dari persamaan (54c) untuk
xo =0 menghasilkan y, =1, yang pada gilirannya dari persamaan (54b) menghasilkan

A =-2. Substitusi 4 =-1, ke persamaan (54b) didapatkan y, =1/2. Selanjutnya dengan
mensubstitusikan y, =1/2 ke persamaan (54c) diperoleh kembali x, =+,/1/2 . Sehingga

kita dapatkan pasangan (xo, yo,/I) yang dimaksud adalah (O,l,—2) dan (i \/1/_2 J1/2,— 1).
Hasil ini persis sama dengan metode eliminasi dan metode turunan implisit yang kita
bahas pada pasal sebelum ini. Untuk mengetahui sifat dari titik-titik ekstrim tersebt
kembali dapat kita gunakan kondisi turunan total fungsi f terhadap x.

Dari ketiga metode yang kita bahas tadi, masing-masing memiliki keunggulan
sendiri-sendiri, tergantung dari sistem dengan kendala yang kita hadapi. Tapi, secara
umum metode pengali Lagrange lebih memperlihatkan keunggulan untuk kasus dengan

tingkat kerumitan yang relatif tinggi.

5. Contoh Penerapan dalam Fisika
5.1. Perubahan Variabel
Hampir semua fenomena-fenomena di dalam Fisika harus digambarkan melalui

persamaan diferensial. Jika fenomena tersebut melibatkan beberapa variabel, baik berupa
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besaran pokok ataupun besaran turunan, maka persamaan diferensial yang terkait akan
berbentuk persamaan diferensial parsial. Persamaan diferensial terkait tersebut kadang-
kadang akan lebih mudah dicari solusinya jika kita menyatakan dalam bentuk variabel-
variabel baru yang merupakan fungsi dari variabel lama.
Untuk jelasnya, tinjau sebagai contoh persamaan gelombang berikut:
’Y 1 o°Y
ol \2_261‘—2

dengan ¥ menyatakan fungsi gelombang dan v merupakan laju perambatan gelombang.

(55)

Dalam pengalaman sehari-hari, kita sering menjumpai gundukan air yang merambat di
dalam kolam atau perambatan gelombang air laut di pantai. Secara ideal, kesemuanya
dapat dihampiri oleh persamaan (55) di atas.

Persamaan gelombang (55) memiliki solusi yang dapat menggambarkan
perambatan dua gelombang yang saling berlawanan arah, oleh karena itu untuk
menggambarkannya kita dapat mendefinisikan variabel baru berikut:

r=x+vt (56a)

s=x-vt (56b)
Sekarag kita misalkan ¥ =‘P(r,s), dengan r=r(x,) dan s=s(x,¢) seperti yang
diberikan oleh persamaan (56). Diferensial total ¥, » dan s adalah:

oY oY

d¥Y =—dr+—ds (57a)
or Os
dr =@dx+@dt (57b)
ox ot
ds :@dx+@dt (57¢)
ox ot
Dari ketiga diferensial total kita dapatkan:
d¥ = 8_‘}’@_}_8_‘}’@ dx + 8_‘PQ+8_‘P@ dt (58)
or Ox 0Os Ox or Ot 0Os Ot

yang sekarang merupakan diferensial total terhadap x dan 7, sehingga dengan demikian
kita peroleh:

oY oY or oYas

— =+ (59a)
Ox Or Ox Os Ox
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ov _avor ovas

—= (59b)
Ox Or ot Os ot
Berdasarkan persamaan (56):
o _y O, By B (60)
ox ot ox ot
sehingga persamaan (59) memiliki bentuk sebagai berikut:
v (2 o), 1o
ox or Os
N = v[i - g]‘l’ (61b)
ot or Os
Akan berguna jika kita menyatakan operator pada persamaan (61) sebagai berikut:
2 0.0 -
ox Or Os
o_fo e o
ot or ot

Untuk mencari turunan parsial kedua dari fungsi ¥ terhadap x dan ¢, kita dapat
menggunakan penulisan operator pada persamaan (62) sebagai berikut:

’Y o (ow o oYo¥ ov) oY oY oY
=—|—|=|—+— | —+—|= +2 + (63a)
ol ox\ ox or Os )\ or Os or? oros  Os?

ot

or Os

or Os

o>y a(awj_vz(a aj(aly awj_vz(azw_zaz\y o>y

=— + 63b
ot ot or?  Oros aszJ( )

Selanjutnya substitusikan persamaan (63) ke dalam persamaan gelombang (55) diperoleh
bentuk persamaan diferensial untuk gelombang dalam variabel » dan s sebagai berikut:

2
0°Y _0
oros

(64)

Persamaan gelombang (64) jelas lebih sederhana dari persamaan (55). Pemecahan dari

persamaan (64) tersebut dapat dituliskan sebagai berikut:

Y= (x+vt)+ ¥, (x—v) (65)
r S
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yang tidak lain menggambarkan gelombang yang merambat ke arah x negatif (diwakili

oleh fungsi ¥_) dan gelombang yang merambat ke arah x positif (diwakili oleh fungsi

¥, ).

5.2. Hubungan Maxwell dalam Termodinamika
Termodinamika merupakan cabang Fisika yang paling banyak menggunakan
perumusan turunan dan diferensial parsial. Misalnya, hukum I Termodinamika dapat

dituliskan dalam bentuk diferensial berikut:
dQ=dU +dW (66)
dengan dQ menyatakan sejumlah kecil kalor yang keluar/masuk sistem, dU

menyatakan selisih infinitesimal energi dalam sistem dan dW menyatakan sejumlah
kecil kerja yang diterima/dilakukan sistem. Perlu dicatat bahwa dQ dan dW bukan
menyatakan selisih, sehingga operator diferensialnya dituliskan sebagai d .

Untuk sistem yang bersifat reversibel atau prosesnya dapat dibalik arahnya, maka
berlaku hubungan:
dQ =Tds (67)
dengan T adalah temperatur dan dS adalah selisih infinitesimal entropi (S) sistem.
Sementara itu, sejumlah kecil usaha dapat dituliskan sebagai:
dW = PdV (68)
dengan P adalah tekanan dan dV adalah selisih infinitesimal volume (V') sistem.
Berdasarkan hubungan pada persamaan (67) dan (68), maka persamaan (66) dapat
dituliskan kembali sebagai:
dU =TdS — PdV (69)
Dari perumusan ini jelas terlihat bahwa energi dalam merupakan fungsi dari entropi dan
volume, U =U(S,V).
Tinjau kembali definisi diferensiasi total yang diberikan oleh persamaan (11)

yang ditulis ulang sebagai berikut:

df:(gj dx+(gJ dy (71)
ox ¥ ).
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dengan (ZLJ menyatakan turunan parsial f terhadap x dengan y konstan dan (gj
y b

X oy
menyatakan turunan parsial f terhadap y dengan x konstan. Selanjutnya kita
asumsikan bahwa kita berhubungan dengan fungsi f yang bersifat konservatif sehingga

memenuhi kondisi berikut:

2 2
3o -
Ox0y  Oyox

Maka dari sini kita dapatkan diferensial total dari fungsi U = U(S,V) adalah:

dU = [O_U] ds +(8—Uj dv (72)
Bandingkan dengan persamaan (69) kita peroleh:
(%) o1, (L) )
oS )y oV )g
Selanjutnya berdasarkan kondisi (72) dan turunan parsial berikut:
2
i[a_UJ _0U _ [a_T] (74a)
oV \ oS ovoes \oV )g
2
i(a_U] _0U _ _(a_Pj (74b)
os\ov ) oSov oS )y
diperoleh hubungan berikut:
)4
oV ) oS )y

yang dikenal sebagai salah satu dari empat buah “Hubungan Maxwell” (Maxwell
Relations) dalam Termodinamika. Pada hubungan ini diperlihatkan bahwa pada proses
reversibel, perubahan temperatur terhadap volume pada entropi tetap sama dengan

negatif perubahan tekanan terhadap entropi pada volume tetap.
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BABS

TEKNIK INTEGRASI DAN INTEGRAL LIPAT

1. Pendahuluan
Jika pada bab 4 kita telah mendiskusikan konsep turunan dari sebuah fungsi

dimana A'=dA/dx merupakan fungsi turunan dari 4, maka pada bab ini kita akan

mendiskusikan bagaimana cara untuk memperoleh kembali fungsi A4 tersebut jika yang
kita ketahui adalah fungsi turunannya, yakni A’. Proses untuk memperoleh kembali
fungsi tersebut dinamakan proses integrasi, dan fungsi 4 dinamakan integral dari fungsi
A" dan secara simbolik matematik dituliskan sebagai:
Ax)= J.A'(x)dx (1)

Seperti halnya konsep mengenai turunan dan diferensiasi, konsep integral di
dalam Fisika juga memegang peranan yang sangat penting. Sebagai contoh sederhana
dalam Fisika Dasar kita telah mempelajari bahwa besaran kecepatan merupakan turunan
dari fungsi posisi terhadap waktu. Jika yang kita miliki adalah informasi mengenai
kecepatan setiap saat dari suatu benda, maka untuk memperoleh informasi mengenai
posisi benda tersebut setiap saat kita dapat lakukan dengan mengintegralkan fungsi
kecepatan tersebut terhadap waktu. Masih banyak lagi kegunaan dari perumusan integral
ini, antara lain misalnya untuk mengukur volume/luas permukaan dari suatu benda yang
diketahui fungsi proyeksinya pada suatu bidang dua dimensi atau untuk menentukan

momen inersia suatu benda yang berputar pada sumbu tertentu.

2. Definisi Integral
Seperti yang telah disinggung pada bagian pendahuluan di atas, secara sederhana
konsep integral pada dasarnya merupakan konsep anti-turunan, dimana ia merupakan
proses kebalikan dari proses penurunan suatu fungsi. Secara geometri, kita dapat
memahami konsep ini sebagaimana yang diilustrasikan dalam Gambar 1. Misalkan kita
memiliki suatu kurva, sebut saja 4", maka berdasarkan definisi diferensiasi:
dA = A'dx (2)
yang dapat kita tuliskan kembali dalam bentuk sebagai berikut:
Alxiy )= Alx; ) = 4'(x;)Ax; 3)
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atau

Alxe) = A'(x; JAx; + Alx;) 4)
dengan limAx; — 0 = lim(x,,; —x;) — 0 = dx,. Terlihat dari persamaan (4) kita dapat
menentukan nilai dari fungsi 4 pada titik x;,; berdasarkan pengetahuan kita tentang

nilai fungsi tersebut di titik x; beserta nilai turunannya.

A(x) A(x)

A'(XN)
AX: = X1 —
(x;) T 4y,
xl- Xl-+1 X X
(a) (b)
Gambar 1

Sedangkan berdasarkan Gambar 1(b), kita dapat menyimpulkan bahwa ruas kanan
persamaan (3) tidak lain adalah luas bidang persegi yang diarsir, dan dari Gambar 1(b)

kita dapat menentukan nilai fungsi A di titik x, atau A(xy) dengan menjumlahkan

bidang-bidang persegi serupa dari x; hingga x, sebagai berikut:

Alsy)= S lima, o A Aty + A(x;) )

m=i
Misalkan kita mengganti simbol x; —x, dan xy — x, dan A'(x)— a(x),

persamaan (5) dapat dituliskan dalam bentuk integral sebagaimana yang diperkenalkan

pada persamaan (1) menjadi (teorema fundamental kalkulus):

Xp

Alxy)—A(x,)= Ia(x)dx = A(x)ﬁz (6)

Xa

Simbolj pada persamaan (6) merupakan simbol integral yang menyatakan

penjumlahan secara kontinu dan fungsi a(x) dinamakan sebagai fungsi integran.
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Bentuk integral pada ruas kanan persamaan (6) disebut sebagai bentuk integral

tertentu, karena menyertakan batas-batas integralnya yakni dari x, hingga x,. Jika

dalam pengintegralan tersebut kita tidak menyertakan batas-batasnya, maka disebut
sebagai integral tak-tentu seperti yang dicontohkan pada persamaan (1). Jelas, bahwa
untuk mencari integral tertentu dari suatu fungsi dapat dilakukan melalui dua tahapan
yaitu pertama dengan mencari bentuk integral tak-tentu fungsi tersebut dan yang kedua
memberi batas-batas integrasi dari fungsi hasil integral tak-tentu tersebut. Hal penting

yang patut dicatat disini adalah, bahwa hasil pengintegralan fungsi a(x) dari x, hingga

x;, tidak lain merupakan /uas di bawah kurva fungsi tersebut dengan batas x, dan x, .

3. Teknik Pengintegralan

Pada prinsipnya, tidak ada prosedur umum yang dapat digunakan untuk mencari
hasil pengintegralan tak-tentu dari suatu fungsi. Untuk memperoleh hasil integral dari
suatu yang relatif kompleks, seringkali kita membutuhkan pengetahuan akan hasil
integral dari beberapa fungsi sederhana yang antara lain diberikan sebagai berikut

(buktikan):

ixpﬂ, p#l
j AxPdx={pP+1 (7a)
Alnx, p=1
Isin(Ax)dx =— icos(Ax), Icos(Ax)dx =%sin(Ax) (7b)
IAeBxdx = éeBx (7¢)
B

dan masih banyak lagi integral fungsi-fungsi sederhana lainnya dan untuk memperhemat
ruang silahkan pembaca mempelajarinya pada tabel integral di buku-buku teks Kalkulus.
Berbasiskan integral fungsi-fungsi sederhana tersebut, dapat dikembang dua teknik

pengintegralan yang lazim digunakan yang akan dibahas pada pasal-pasal berikut ini.

3.1. Teknik Penggantian Variabel
Pada teknik ini, yang kita lakukan adalah melakukan penggantian variabel-
variabel pada fungsi inetgran dengan variabel lain yang merupakan fungsi dari variabel

lama, sehingga dalam bentuk variabel baru tersebut fungsi integrannya berada dalam
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bentuk yang sudah kita kenali sebelumnya. Misalkan fungsi yang akan diintegralkan

adalah
[ f(x)ax )

selanjutnya kita perkenalkan suatu variabel baru # yang merupakan fungsi dari x atau

u =u(x) dan

£ () > flu(x)] ©)
Diferensiasi total fungsi u tersebut diberikan oleh du = u'(x)dx dimana u'(x)= du/dx,
sehingga
du
dx = 10
* u'(x) (19)
Dari sini kita peroleh integral (8) menjadi:
If[lf(x)]du (11)
u'(x)

dimana bentuk fungsi integran f[u(x)]/u'(x) memiliki hasil integral yang sudah dikenali.

Contoh 5.1. Tentukan J.x x2 —1dx. Misalkan u =x> -1 maka du = 2xdx.

Berdasarkan pemilihan tersebut x =+/u+1 dan dx = dan dengan demikian kita

du
24u+1
Vu+1u _3/2 _2(2_ /2
\/qu_j\/_d_ ( 2.

Contoh 5.2. Tentukan jxsinxzdx. Misalkan « = x> maka du = 2xdx . Dari sini

dapatkan Ix x?—ldx —I

terlihat bentuk integral tersebut berubah menjadi % I sin udu :—%cosu. Sehingga

dengan demikian diperoleh I xsinx?dx = — 1 cosx? .

Contoh 5.3. Tentukan J- . Misalkan u = \/; , maka u? =x dan 2udu = dx.

dx
x—lx

Sehingga I dx = 22udu :J. 2du . Selanjutnya misalkan kembali w=u—-1 dan
x=x “u?-u
dw = du . Maka j 2du _ [ 2aw =2Inw dan dengan demikian .[ dx = 2ln(\/; —1).
w x—+/x
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3.2. Teknik Integral per Bagian
Misalkan kita memiliki dua buah fungsi u =u(x) dan v=v(x), maka berlaku

turunan berantai berikut:

dwv) dv  du

=u—+v— (12)
dx dx  dx
atau
u av - M — vﬂ (13)
dx dx dx
Jika kedua ruas pada persamaan (14) kita integrasikan terhadap x diperoleh:
Iuﬂdx:jde—jvd—udx (14)
dx dx dx
Karena du = ﬂdx dan dv = ﬂdx , maka:
dx dx
judVZuv—Ivdu (15)

Rumusan pada persamaan (15) di atas dinamakan teknik integral per bagian.

Pada prinsipnya, yang dilakukan dalam teknik pengintegralan ini ialah memindahkan

persoalan Iudv menjadi persoalan .[vdu dengan asumsi bahwa integral tersebut lebih

mudah untuk dipecahkan, dimana v = J.dv . Langkah yang menentukan dalam penerapan
teknik ini adalah pada saat kita memilih mana yang merupakan fungsi ¥ dan mana yang
kita pilih sebagai fungsi v.

Untuk memperoleh integral tertentu dari persamaan (15), dapat dilakukan dengan

menerapkan batas-batasnya sebagai berikut:

b b
judv:uvﬁz —.[vdu (16)

a a

Contoh 5.4. Tentukan J.xcosxdx. Kita ingin menuliskan bentuk xcosxdx

menjadi bentuk udv. Salah satu pilihan adalah u =x dan dv=cosxdx. Sehingga

diperoleh du = dx dan v = .[ cos xdx = sin x dan rumusan integral per bagiannya menjadi:

J.xcos xdx = xsinx — J.sin xdx . Jelas terlihat bahwa Ixcos xdx =xsinx+cosx.
A LA —
u dy u v V du
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Contoh 5.5. Tentukan J-lnxdx. Misalkan # =Inx dan dv=dx, maka kita

dapatkan du =@ dan v =x, sehingga kita dapatkan rumusan integral perbagiannya
X

adalah: J.lnxdx = xlnx—jx(ljdx = xlnx—_[dx. Jadi J-lnxdx =xlnx-x.
X

7/2
Contoh 5.6. Tentukan I e* sinxdx. Terlebih dahulu kita selesaikan bentuk
0

integral tak-tentu-nya. Misalkan u =e" dengan du =e"dx dan dv =sinxdx dengan

v=—cosx, sehingga kita dapatkan Dbentuk integral per bagiannya (i)

J.ex sin xdx = —e* cosx + I e” cosxdx . Terlihat disini kita harus menyelesaikan kembali

Jex cos xdx . Melalui cara yang sama di dapat: (ii) jex cos xdx = e sin x — j e” sin xdx .

Suku kedua pada ruas kanan persamaan (ii) tidak lain adalah bentuk integral yang kita

cari. Substitusikan persamaan (ii) ke dalam persamaan (1) diperoleh integral yang dicari:

. 1 . . .
jex sin xdx = Eex (sm X —COSs x). Dengan memasukkan syarat batas yang dimaksud, kita

dengan hasil evaluasi

7/2 1 z/2
dapatkan integral tertentunya: Iex sin xdx = 5 e*(sin x —cos x)(

0 0

Jjika batas-batas dimasukkan: %e”/z (sin% —cos %j - %eo (sin0 —cos0) = %(e”/2 + 1).

Dari beberapa contoh yang diberikan di atas, patut diperhatikan bahwa pemilihan
fungsi u dan v sangat menentukan dalam keberhasilan kita memperoleh bentuk integral
yang mudah dipecahkan. Hal lain yang perlu diperhatikan adalah; seringkali kita harus
melakukan integrasi per bagian beberapa kali sebelum kita mendapatkan hasil yang

diinginkan, seperti pada contoh 5.6.

4. Diferensiasi Integral dan Aturan Leibniz
Telah kita diskusikan bahwa pada dasarnya proses pengintegralan merupakan

proses anti-turunan. Misalkan:

flx)= (17)
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dimana fungsi F (x) merupakan anti-turuna dari fungsi f (x) , maka:

X

[£(p)dp = F(p) = F(x)-F(C) (18)

dengan C merupakan sebuah konstanta. Jika kita turunkan kembali persamaan (18)

terhadap x diperoleh:

d 7 _dF(x) dF(C) _dF(x)

— i flp)dp == === === = = [(x) (19)
dan

4§ _dF(C) dF(x)  dF(x)

)y === == = === 2 = /() (20)

Misalkan kita melakukan pergantian x — u(x) pada persamaan (19) dan x — v(x) pada

persamaan (20) maka berdasarkan aturan rantai diperoleh:

u(x)
d _dF(u) dF(C) dF(u)du . \du
dx if(p)dp C dx dx  du dx f(u) dx (212)
flu)
d _dF(C) dF(v)  dF()dv . \dv
dx V(J;{(p)dp C dx dx  dv dx f(v) dx 10)
fv)
Maka berdasarkan sifat pengintegralan berikut:
C b b
jf(x)dx + J-f(x)dx = J-f(x)dx (22)
a C a
penjumlahan persamaan (21a) dengan (21b) akan menghasilkan:
u(x) C u(x)
% [ £(p)dp + % [ £(p)dp = % [ 7(p)dp (23)
C v(x) v(x)
sehingga
u(x)
d du dv
& (j {(p)dp = ) ==f ) (24)
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Jika fungsi integran yang kita tinjau adalah f = f (x, p), maka berlaku aturan

Leibniz berikut (tanpa diberikan pembuktiannya):

u(x) u(x)
L flp)dp = 1) 1) 2w | Lap 25)
) dx dx W) ox

S. Integral Lipat Dua
Sesuai dengan definisi integral tertentu, jika kita ingin mengetahui luas suatu

daerah di bawah kurva, misalnya kurva y=x, maka yang kita lakukan adalah
mengintegrasikan fungsi tersebut dalam batas-batas yang diberikan:
Xp
A= j vdx

(26)

dengan 4 menyatakan luas yang dimaksud. Bentuk integral pada persamaan (26) dapat

kita tuliskan kembali dalam bentuk berikut:

Xbx

A= j j dydx (27)

x,0
Bentuk integral pada persamaan (27) dinamakan sebagai integral lipat, karena
dalam mengintegrasikannya kita melakukan lebih dari satu kali integrasi. Mirip dengan

turunan parsial, ketika kita mengintegrasikan terhadap variabel y, maka variabel x

dianggap sebagai sebuah konstanta. Untuk mendapatkan kembali persamaan (26) dari
persamaan (27) langkah yang dilakukan adalah dengan terlebih dahulu mengintegralkan
terhadap y, baru kemudian terhadap x sebagai berikut:

A= Tﬁdy}dx = T[ym]dx = Txdx = %(xg —xﬁ) (28)

x,L0 X, X,

Harus dicatat bahwa integral lipat bukanlah anti-turunan parsial.
Arti geometris dari integral pada persamaan (26) dan (27) diilustrasikan pada
Gambar 2. Terlihat pada Gambar 2(a) bahwa pada integral (26) yang dijumlahkan adalah
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elemen luas ydx, sedangkan pada integral (27) yang dijumlahkan adalah elemen luas

dydx (Gambar 2(b)).

y __________
vdx
dy[2 7 22| ™ dydx
dx X dx X
(a) (b)

Gambar 2

Secara umum, sebuah integral lipat untuk fungsi integran dengan dua variabel,

f(x,y), yang terdefinisi pada suatu area dengan batas-batas x = x,, x = x, dan kurva

y =v(x) serta y = u(x), memiliki bentuk sebagai berikut:

Xb u(x) xX= xb y u( )
] foy dydx = [ { Jf(x,y)dy]dx (29)
X=Xg y:V(x)

Perhatikan bahwa ketika kita mengintegrasikan fungsi integran terhadap variabel y,
maka batas-batasnya secara umum merupakan fungsi dari variabel x . Jika yang diketahui

batas-batasnya adalah y=y,, y=y,, dan kurva x = v(y) serta x = u(y), maka bentuk

integralnya menjadi:

vy u(y) y=yp | x=u(y)
Sp)dxdy = [ | [ f(x.y)dv|dy (30)
Yo V(y) Y=y, | x=v(»)

Jika ungkapan integral yang diberikan pada persamaan (6) untuk fungsi satu

variabel a(x) secara geometri menyatakan luas di bawah kurva fungsi tersebut dengan
batas x e [xa ,Xp ], maka dengan mudah kita dapat melihat bahwa ungkapan integral (29)
dengan batas-batas x € [x,,x; ]| dan y e [v(x)u(x)] atau ungkapan integral (30) dengan
batas-batas y € [y,,y,]| dan x e [v(y)u(y)], tidak lain menyatakan volume di bawah

permukaan f (x, y) dan batas-batas integrasi.
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Contoh 5.7. Perhatikan Gambar 3 yang nerupakan setengah lingkaran dengan jari-

jari 1 dan hitunglah luas di bawah kurva tersebut.

Gambar 3

Elemen luas yang dilingkupi kurva tersebut adalah dydx, sementara dari persamaan

lingkaran x?+ y2 =1 kita dapatkan y =+1- x% untuk setengah lingkaran bagian atas,

x=1 y=v1-x* 1
dengan demikian integral lipat dua yang terkait adalah: I I dydx=J. 1—x2dx.
x=—1 y=0 -1

Dari tabel integral dan menggunakan teknik integral per bagian, diperoleh (buktikan!):

[ 1( | . . o
J 1-x2dx :E(x 1-x? +arcs1nxj, selanjutnya dengan memasukkan nilai batas

didapatkan: %(x\/ 1-x? +arcsin x)

luas lingkaran.

1

= % Silahkan bandingkan dengan rumus untuk
-1

Contoh 5.8. Misalkan terdapat dua buah fungsi v = —2x? =2 dan u=2x%+2.
Tentukanlah luas area di antara keduanya dengan batas-batas x =1 dan x=2. Jelas

terlihat bahwa v <u untuk semua harga x € [1,2]. Berdasarkan persamaan (29) bentuk

x=2 y=2x>+2 2| 2x%+2 2
integral lipatnya adalah: J- J.dy dx = .[ I dy |dx = J.[2x2 +2- (— 2x? - 2)] dx dan
x=l y=—2x?-2 1 [ -2x*-2 1

2 2
hasil integrasinya adalah: I 4(x2 +1)dx = 4(%x3 + xj =36.

1

1
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Contoh 5.9. Tentukan volume yang berada di bawah bidang z(x, y) =1-2x-y
dan di batasi oleh bidang x = y = z =0. Dari persamaan bidang tersebut, terlihat bahwa
pada bidang x =0 (atau bidang y —z) persamaan garisnya adalah z=1-y, dan pada
bidang y =0 (atau bidang x —z ) persamaan garisnya adalah z =1-2x, sedangkan pada
z=0 (atau bidang x—y) persamaan garisnya adalah y=1-2x, sehingga dengan

demikian diperoleh volume yang dimaksud adalah sebagai berikut:

z
Bidang

z=1-2x-y z=1-y

z=1-2x

0
y
X, y=1-2x
X
Gambar 4

yaitu yang berada di bawah bidang z dan dibatasi oleh dinding-dinding bidang x—y,

x—z dan y—z.

Integral lipat dua untuk menghitung volume di bawah kurva tersebut adalah:
x=x, y=l-2x X, 1-2x

I I zdydx = J- J.(l—2x— y)dydx dengan  batas-batas integralnya adalah
x=0 y=0 0 0

y €[0,1-2x] dan x €[0,x,]. Pertama kita integralkan z terhadap y dengan x konstan:

xf ffa 2xy)dy} dx = T[[y2xy%y2j

1-2x X, 1
dx = I[2x2 —2x+ —j dx , kemudian
0 0 0 2

0 0

kita integralkan lagi terhadap variabel x sehingga didaptakan bahwa volume yang dicari

[ 1 2.3 2 1
adalah: J2x —2x+—|dx=Zx, —x; +=x,-
2 3 2
0
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6. Integral Lipat Tiga
Perluasan dari integral lipat dua ke integral lipat tiga yang melibatkan, secara

umum, fungsi integran dengan tiga variabel f (x, v, z) diberikan oleh:

xb\(x) dxdﬂ X=X yzvbﬂ zzﬂxdﬂ
[ | Jreyz)dedyax= [ | | [ /(e y,2)dz |dv |dx  (31)
xg u(x) s(xy) x=x, | y=ulx) | z=s(x.»)

dimana dalam melakukannya, perlu diperhatikan bahwa fungsi pada batas integrasi harus

sesuai dengan urutan pengintegralan terhadap variabel x,y,z sebagaimana dicontohkan
oleh persamaan (29) dan (30) untuk integral lipat dua. Elemen dxdydz dalam persamaan

(31) menyatakan elemen volume. Serupa dengan persamaan (27) mengenai integral luas,
maka integral lipat tiga berikut

xp v(x) t(x,p)
V= j j dzdydx (32)

xg ulx) s(x.y)
tidak lain menyatakan volume dari suatu bentuk geometri sebuah permukaan tertutup.
Sebagaimana dicontohkan pada contoh 5.9, maka bentuk integral lipat tiga bagi

permukaan yang dimaksud berbentuk:
x=x, y=l-2x z=1-2x-y
r=1|[ [ dzdyax (33)
x=0  y=0 z=0
2y 2y+z
Contoh 5.10. Tentukan I I J. 6ydxdydz . Pertama kita atur terlebih dahulu
01 y+z

y=2 | z=y | x=2y+z
integral tersebut menjadi: _[ '[ j 6ydx |dz |dy. Kita selesaikan terlebih dulu
y=0 | z=1 | x=y+z

SR
i () |
2)
G)
2y+z
integral (1) terhadap variabel x: .[ 6ydx = 6y(xliﬁz = 6y(2y + z)— 6y(y + z) = 6y2.
y+Z
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y
emudian (2) terhadap variabel z : J-6y2dz = 6y2(z)|ly = 6y2(y)— 6y2(1) = 6y3 — 6y2 dan
1

2
=24-16=8.

2
akhirnya (3) terhadap variabel y : I(6y3 - 6y2 )dy = (§y4 - 2y3j
0 0

Contoh 5.11. Tentukan volume kerucut z2 =x? + y2 dengan tinggi & seperti

yang diilustrasikan dalam Gambar 5(a) berikut:

ARy

(a) (b)

Gambar 5

Kerucut tersebut dibatasi oleh kurva lingkaran z=4x% y2 pada bidang x-y,

dimana tanda positif menyatakan setengah lingkaran bagian atas dan tanda negatif untuk

setengah lingkaran bagian atas. Pertama kita tinjau integral luas lingkaran pada bidang

x=z y=V 22—x2
x —y dengan elemen luas dydx, seperti pada contoh 5.7: A(z) = I j dydx yang

X=—z y=— 22 _x2

tidak lain merupakan luas lingkaran di setiap z. Perhatikan bahwa batas-batas integrasi

terhadap variabel x adalah x = —z sampai z, yang tidak lain adalah garis proyeksi pada

z=h
bidang x —z. Selanjutnya, volume yang terkait adalah V' = jA(z)a’z sehingga integral
z=0

Vz2-x? h z
I dydxdz = I I 2Vz? — x?dxdz . Berdasarkan hasil pada
2_

2 00—z

h z
lipat tiganya adalah: .H-
0-

4
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z

—mz? = A(z). Dengan

contoh 5.7: I 24 22 —x?dx =222 [x—ul—(x/z) + %arcsin(ij]
4

2z

—Z

h
demikian volume kerucut tersebut adalah: Iﬂ' 22dz = %ﬂ' h.
0

Menarik untuk dicatat bahwa pada contoh 5.11 di atas, luas A(z) = 7 z* tidak lain

merupakan merupakan luas lingkaran dengan jari-jari z . Volume kerucut tersebut dapat
dipandang pula sebagai hasil putaran garis x =z terhadap sumbu z seperti yang

diilustrasikan pada Gambar 6. Lingkaran pada Gambar 6 memiliki jari-jari x, sehingga

luasnya adalah 7x%. Volume kerucut dapat diperoleh dengan menjumlahkan

h
(mengintegralkan) seluruh lingkaran dari z=0 sampai % atau jﬂxz dz dan karena
0

h
x=z,maka V = jﬂZ2dZ = %ﬂlf sama seperti yang diperoleh pada contoh 5.11.
0

Gambar 6

Secara umum, jika kita ingin mencari volume geometri yang merupakan hasil
perputaran sebuah kurva garis f (x) misalnya, terhadap sumbu x, maka kita cukup

melakukan integrasi berikut:

X=Xp

V= j 7 f2(x)dx (34)

X=X,

dimana 7 f 2 merupakan luas lingkaran hasil putaran fungsi f terhadap sumbu x.
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Dengan prinsip yang sama, kita dapat pula mencari luas permukaan geometri hasil

putaran tersebut melalui integral berikut:

X=Xp

A= j 27 f(x)dx (35)

X=X,
dimana 27 f adalah keliling lingkaran dengan jari-jari f .

Contoh 5.12. Tentukan volume dan luas permukaan benda yang merupakan hasil

h
putaran fungsi f (x) =x2 terhadap sumbu x dari x=0 sampai ~. V = I zxtdx = %hs
0

h
dan 4= IZﬂxzdx :%h3.
0

7. Transformasi Variabel Integral

Dalam prakteknya, kita seringkali akan menemui kesulitan dalam melakukan
integrasi dalam sistem koordinat siku kartesis (x, y,z) jika geometri benda yang kita
tinjau tidak relatif sederhana. Untuk mengatasinya, kita dapat mentransformasikan bentuk
integral terkait ke dalam sistem koordinat tertentu seperti misalnya koordinat polar untuk
kasus dua integral lipat dua, dan silinder atau bola untuk integral lipat tiga atau ke dalam
sistem koordinat lainnya sesuai dengan bentuk bentuk geometri yang kita tinjau. Sebelum
kita membahas perubahan variabel pada integral lipat, ada baiknya kita membahas
terlebih dulu elemen luas sistem koordinat polar serta elemen volume koordinat silinder

dan bola.

7.1. Elemen Luas koordinat Polar
Koordinat polar dinyatakan dalam notasi (r, 6) dengan r adalah jari-jari titik
yang ditinjau dan € adalah sudut terhadap sumbu tetap tertentu. Hubungan antara
koordinat polar dengan koordinat kartesis diberikan oleh transformasi:
x=rcost (36a)
y=rsind (36b)
dengan r € [0,00] dan 6 €[0,27]. Berdasarkan Gambar 7, jika elemen luas yang dimiliki

oleh koordinat kartesis adalah dA = dxdy , maka dalam koordinat polar diberikan oleh:
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dA = rd@dr (37)

rd@

Gambar 7

Berbeda dengan elemen luas dalam koordinat kartesis, maka pada koordinat polar kita
memiliki tambahan suku yakni 7 dalam ungkapan d4 pada persamaan (37) dan bukan

hanya sekedar d@dr .

Misalkan kita memiliki sebuah bentuk integral dengan fungsi integran dengan dua

variabel f (x, y), maka bentuk tersebut akan bertransformasi ke dalam sistem koordinat

polar menjadi:

”f(x,y)dxdy - ”f(r, 0)rdfdr (38)

Alx,y) A(r.0)
Dengan batas-batas integrasi A(x, y) yang menandakan integrasi dilakukan diseluruh

permukaan, berubah menjadi A(r,6).

7.2. Elemen Volume Koordinat Silinder
Dalam sistem koordinat silinder, posisi sebuah titik didalamnya ditentukan oleh

notasi (p, ¢,z) dan hubungannya dengan koordinat kartesis (x, y,z) adalah:

X = pcos¢ (39a)
y=psing (39b)
z=z (39¢)

Dengan dengan pe[O,oo), ¢e[0,27r] dan ze(— w,). Jika elemen volume dalam
koordinat kartesis diberikan oleh dV =dxdydz, maka dalam koordinat silinder,

sebagaimana yang dilustrasikan dalam Gambar 8, diberikan oleh:

dv = pdedpdz (40)
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z
___/ ?\f:\:::\\‘\
dp>—25dg
y
X
Gambar 8

Kembali dalam koordinat silinder kita memiliki tambahan suku yakni ” p > dalam

ungkapan dV pada persamaan (39).

Sekarang kita tinjau bentuk integral dengan fungsi integran dengan tiga variabel
f (x, y,z), dalam sistem koordinat silinder bentuk integralnya akan bertransformasi

sedemikian rupa menjadi:

”_[fxy, dxdydz — _[_”f p.$,2)pdpdpdz (41)

V(x.p.2) V(pd.2)

dimana simbol /' menandakan integrasi dilakukan diseluruh volume dan mengalami

perubahan ¥ (x,y,z) = V(p,4,2).

Contoh 5.13. Nyatakan bentuk integral lipat tiga pada contoh 5.12 ke dalam
sistem koordinat silinder. Dari persamaan untuk kerucut dan hubungan pada persamaan
2
yo,

(39) didapat 2 =x? +y2 5z = ,oz(cos2 ¢+Sil’12 ¢)= atau z=p untuk z>0.

z=h x=z y= 22-x?

Integral yang akan diubah adalah: J. I J. dydxdz — ”I pdpdgdz. Kini
z=0x=-z 22 V(p,¢,z)

y=—z?—x
permasalahannya adalah bagaimana menentukan batas-batasnya dalam koordinat
(p, ¢,z). Karena x e [— X, x] dan ye [— v, y] berada dalam satu lingkaran pada bidang
x—y dengan jari-jari p dan z= p, maka berdasarkan hubungan (39) terlihat bahwa
pE [0, p= z], o€ [0,27z] dan ze [O,h] sehingga dengan demikian kita dapatkan

z=h p=z ¢=2x 1
integralnya adalah: [ [ pd¢dpdz_2;z”pdpdz_;zjz dz—gﬂh3
z=0 p=0 $=0
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7.3. Elemen Volume Koordinat Bola
Dalam sistem koordinat bola, posisi sebuah titik didalamnya ditentukan oleh

notasi (r, g, ¢) dan hubungannya dengan koordinat kartesis (x, v, z) adalah:

x =rcosécos¢ (42a)
y =rcosfsing (42b)
z=rsind (42¢)

dengan re[0,:0), 8 €[0,z] dan ¢ €[0,2z]. Elemen volume dalam koordinat bola pada
Gambar 9 adalah:
dV =r?sin@drdodg (43)

dengan suku tambahan r?sind pada ungkapan dV .

rsin0dg

————————

Gambar 9

Serupa dengan ungkapan (41), maka bentuk integral lipat tiga pada sistem

koordinat (x, v, z), di dalam koordinat bola akan berubah menjadi:

mf(x,y, z)dxdydz — ”jf(l’,gi 0)r? sin@drdOdg (44)

V(x.y.2) V(r.g.0)

7.4. Jacobian

Misalkan kita ingin melakukan perubahan variabel dari sistem koordinat

(x{,X5,...,x,) dengan elemen “volume” dx,dx,...dx, ke sistem koordinat (u;,u5,...,u3)
sehingga x| = xl(ul,uz,...,u3), Xy = xz(ul,uz,...,u3),..., X, = xn(ul,uz,...,u3), maka

untuk memperoleh elemen “volume” dalam sistem koordinat yang baru tersebut dapat
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dilakukan dengan menghitung Jacobian, J , dari perubahan variabel tersebut sedemikian
sehingga:
dx,dx,...dx, = J duydu,...du, (45)

Jacobian J didefinisikan sebagai determinan dari matriks berikut:

ou, Ou, ou,
J=\ou, ou, ou,, (46)
o, ov, o,
Oou, Ou, ou,
Secara simbolik Jacobian biasa pula dituliskan secara singkat dalam bentuk:
g a(xl,xz,...,xn) @7
8(u1,u2,...,un)

Secara umum, sebuah integral lipat » dalam sistem koordinat (xl,xz ,...,xn) akan

mengalami transformasi ke dalam sistem koordinat (u;,u,,...,u5 ) sebagai berikut:
.”.“J.f(xl,xz,...,xn )dx dx,...dx, — ”.“If(ul,uz,...,un )J duyduy...du, (48)
v V'
dengan batas V =V (x;,%,,...,x, ) dan V' =V"(u;,uy,...,u1,,).
Contoh 5.14. Tentukan Jacobian dari transformasi variabel dari koordinat
(x, y) - (r, 49). Kasus yang kita tinjau adalah untuk »n =2 . Berdasarkan hubungan pada

persamaan (36), maka didapatkan Jacobian yang dimaksud adalah:

ox Ox
= =2 0 _rsing
g0y _lor gp|_[cosd —rsin —reos? 0 +sin?0)=r  (47)
6(r,0) 9 | |sin@ rcosd
or 00

Sehingga dengan demikian kita dapatkan elemen ”volume”nya adalah:

dxdy — Jd@dr =rd@dr (48)

yang tidak lain adalah elemen luas yang telah kita peroleh di persamaan (37).
Sebagai latihan, pembaca dapat memperoleh kembali elemen volume untuk

koordinat silinder dan bola dengan mencari masing-masing Jacobian.
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8. Contoh Penerapan dalam Fisika

Di dalam Fisika, integral lipat dua atau tiga umumnya digunakan untuk
menghitung, misalnya dalam mekanika, massa total suatu benda jika diketahui fungsi
rapat massanya, titik pusat massa, momen inersia benda terhadap suatu sumbu putar.
Penerapan lainnya adalah dalam kajian Listrik-Magnet untuk menghitung kuat medan
atau potensial di suatu titik akibat kehadiran distribusi muatan listrik disekitarnya.

Sebagai contoh penerapan sederhana, kita akan tinjau persoalan penentuan massa
total dan rapat massa dari suatu distribusi rapat muatan yang diketahui fungsinya serta
titik pusat massa. Kita tinjau geometri kerucut yang sebelumnya telah kita bahas pada
contoh 5.11 dan 5.13, dengan volume total benda diberikan oleh integral dalam koordinat

silinder:

z=h p=z ¢=2r1

v=[ [ [ pdgdpa: (49)
2=0 p=0 ¢=0

Misalkan fungsi rapat massa di dalam benda yang ditinjau diberikan oleh:

m(p,$,z)= psin’ ¢ (50)
Dimana elemen massa di suatu titik dan massa total diberikan oleh:
dM = m(p,p,z)dV (51a)
M = [[[m(p.¢.2)pdpdpdz (51b)
|4

Dari sini diperoleh bahwa integral lipat tiga untuk penentuan massa total benda dengan
bentuk seperti yang diilustrasikan oleh Gambar 4 adalah:

z=h p=z ¢=2r1
M= [ [ [ p*sin’gdgdpd: (52)
z=0p=0 ¢=0
Dengan hasil integrasinya adalah (buktikan!):
| R
M=—nh 53
B (53)
Untuk mengetahui proyeksi titik pusat massanya di sumbu z, kita dapat memanfaatkan

definisi berikut:

Zcm

1
=—(zam (54)
]
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Kini tinjau integral berikut:

z=hp=z ¢=2x
[zam= [ [ | zp*sin®pdpdpdz
4 =0p=0 ¢=0
Zl e (55)
=—7h’
15
sehingga diperoleh:
Zon =3 (56)

Dengan cara yang sama, kita dapat pula menghitung untuk p_., dan ¢, melalui

hubungan berikut dan diperoleh:

1 3
Pem :Mj.de:gh (57a)

Bem = ﬁjqﬁdM =7 (57b)

Dengan demikian titik pusat massa kerucut dalam koordinat silinder berada di:
3 4
(pcm’¢cmﬂzcm):(gh: T, ghj (58)

Kemudian berdasarkan hubungan (39) kita dapatkan titik tersebut dalam sistem koordinat

kartesis sebagai berikut:

3 4
(xcm’ycm’zcm):(_gh’ 0’ ghj (59)
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BAB 6

ANALISIS VEKTOR

1. Pendahuluan

Pada bab 3 kita telah mempelajari tentang konsep vektor dalam ruang vektor
berdimensi dua dan tiga beserta dengan operasi perkalian diantaranya. Pada bab ini, kita
akan membahas perumusan mengenai sifat-sifat penerapan operator-operator diferensial
atau integral berbentuk vektor terhadap fungsi-fungsi skalar dan vektor bervariabel
ruang-waktu. Secara khusus, sebuah fungsi yang terdefinisi di suatu rentang tertentu
dalam ruang-waktu dan menggambarkan keadaan suatu besaran fisis dinamakan
”Medan”. Sebagai contoh, di sekitar lilin yang menyala kita akan merasakan hangat.
Untuk menggambarkan rentang ruang yang terhangati tersebut kita dapat mengatakan
bahwa di sekitar lilin tersebut terdapat medan temperatur yang secara prinsip dapat

diwakili oleh sebuah fungsi, sebut saja T (x, y,z).

Pengertian medan dalam Fisika mempunyai peranan penting sekali, karena
melalui konsep medan dapat diterangkan berbagai macam gejala fisis. Melalui penerapan
operator-operator diferensial atau integral terhadapnya, kita dapat dipelajari sifat-sifat
besaran fisis terkait sehingga kita memperoleh gambaran yang lebih memadai tentang
gejala yang kita pelajari. Misalkan pada kasus medan temperatur di sekitar lilin di atas,

dengan menerapkan operator gradien, V = €, 9 +é, 9 +e, g, terhadap fungsi T, kita
ox oy 0z

akan mengetahui pola perubahan temperatur tersebut ke arah tertentu di suatu titik.
2. Medan dan Operator Gradien

2.1. Medan Skalar dan Vektor

Sebagaimana telah disinggung di atas, medan didefinisikan sebagai fungsi ruang-
waktu yang mewakili suatu besaran fisis tertentu. Berdasarkan sifat, medan dapat
berbentuk skalar atau vektor. Untuk medan skalar, misalkan kita lambangkan dengan

¢(x, y,z) yang menyatakan medan skalar statik yang tidak bergantung dengan waktu.

Sementara untuk medan skalar dinamik dituliskan sebagai ¢(x, v, z,t) yang
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menggambarkan kebergantungan terhadap waktu. Contoh medan skalar adalah: medan

temperatur, medan potensial listrik dsb.

Sebuah medan vektor dapat dituliskan sebagai Z(x, y,z) untuk kasus medan

statik atau Z(x, y, z,t) untuk kasus medan dinamik. Berbeda dengan kasus medan skalar
yang hanya memiliki besar, maka medan vektor juga memiliki arah dengan komponen-
komponennya: }i(x,y, z, t) =4, (x,y, z,t)éx +4, (x, v,z, t)éy + A4, (x,y, z,t)éz. Perhatikan
bahwa masing-masing komponen juga merupakan fungsi ruang-waktu secara umum.

Contoh besaran yang direpresentasikan oleh medan vektor adalah: medan listrik, medan

kecepatan, medan potensial magnetik dsb.

2.2. Operator Gradien dan Turunan Berarah
Misalkan kita memiliki vektor
a=a.é. tase, +a.e, (1)

Persamaan garis yang melewati suatu titik (xo, yo,zo) dan searah dengan a dapat

dituliskan sebagai (buktikan!):

X=xy+a,t (2a)
y=yot+ayt (2b)
z=zy+a,t (2¢)

dengan ¢ adalah variabel. Selanjutnya tinjau medan skalar ¢(x, y,z). Pada harga-harga di
sepanjang garis yang diberikan oleh persamaan (2) berlaku ¢(x, y,z): ¢(t) yang
merupakan fungsi bagi satu variabel ¢ karena x=x(t), y=y(f) dan z=z(¢).
Selanjutnya kita tinjau turunan medan ¢ terhadap ¢ yang dinyatakan dalam aturan rantai

berikut:

dp _0pdx 0pdy  0fdz
dt oxdt oydt 0Ozdt

op 09  0f ®
=_—a,+—a,+_-a,
Ox oy 0z
Bentuk persamaan (3) dapat dituliskan sebagai perkalian titik dua vektor berikut:
d¢ (. 0 . 0 . 0 - - -
—=|le,—+e,—+e,— |[pela,e, +a e, ta.e 3
dt (xax y6y 262j¢(xx y&y zz) ()
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dan dapat dituliskan kembali dalam bentuk sederhana sebagai berikut:

d¢p -, -
—=Vgpea 4
% ¢ 4
Dengan a diberikan oleh persamaan (1) dan
= .0 . 0 .0
Vg=|e,—+e, —+e,— 5
(o ten e ) 5
didefinisikan sebagai gradien ¢, yang biasa pula dituliskan sebagai grad ¢ . Operator:
voz, 245,215 0 (6)

Tox Yoy oz
didefinisikan sebagai operator gradien dan lazim pula disebut sebagai operator ”del” atau

”nabla”.

Jika |c7| =1, maka ? disebut sebagai turunan berarah medan ¢ ke arah a dan
t

dengan demikian harganya dapat dihitung menurut:
% = ‘§¢‘cos4(§¢,5) (7

Misalkan vektor & menyinggung permukaan ¢ =konstan dimana V¢ed =0, sehingga

mengimplikasikan V¢ L d atau dengan kata lain gradien V¢ tegak lurus terhadap

permukaan ¢ = konstan tersebut.

Contoh 6.1. Temperatur di suatu permukaan diberikan oleh 7 = x? y, tentukan

turunannya di titik (1,-3) dalam arah @ =2é, +3¢, —e,. Gradien fungsi tersebut

2 2 2
XY e BV 5 XV 56 +x%, . Pada titik yang

diberikan oleh VT =¢é
Tox oy oz Y

dimaksud gradiennya adalah: VT

x=1 =—0€, +é,. Sehingga dengan demikian diperoleh
y==3

turunan berarahnya: V7 ed = (— 6e, +é, )- (Zéx +3e, —é, )= -12+3=-9.

3. Divergensi dan Rotasi

Jika operator gradien v bekerja pada sebuah medan vektor, seperti juga pada
perkalian vektor yang telah kita bahas pada bab 3, maka kerjanya dapat melalui perkalian

titik ataupun silang. Untuk perkalian titik, misalkan kita memiliki medan vektor
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Z(X,y,Z), maka perkalian titik operator gradien dengannya didefinisikan sebagai

divergensi dari medan vektor A dan dituliskan sebagai:
= - (. 0 . 0 . 0 - - -
Ved= (ex§+ey5+ez gj-(/lxex +4,e, +Azez)
&g+&g+a@
ox oy Oz

(8)

Lazimnya, bentuk (ﬁ -) dinamakan sebagai operator divergensi dan tafsirannya akan kita
diskusikan kemudian.

Untuk perkalian silang yang operator terkait dituliskan sebagai (ﬁ x) dan lazim

disebut sebagai opertor rotasi atau cur/. Jika dikenakan terhadap medan vektor A akan

diperoleh:
Vxi=|z, L re, Lue L x(4,2, + 4,8, +4.2.)
Ox oy 0z
4. 0A A A 04 A
:éxaz__y +é, 0Ay 04, ), 5[ 04 9)
oy 4 oz  Ox ox Oy
e, €, e,
_|2 2 @
ox Oy Oz
4, A, A,

Operator gradien dapat bekerja dua kali atau lebih untuk menghasilkan operator-
operator lain seperti:

- o> 98> 0o?

_ oo
Vev=v _8x2 +8y2 +822 (10

yang dinamakan operator skalar Laplacian. Misalkan ¢ dan y adalah medan skalar,

sedangkan A dan B medan vektor, maka beberapa hubungan berikut berlaku:

VeVxA=0 (11a)
VxVxi=V[V.d)-v24 (11b)
VxVg=0 (11c)
Vigy)=¢Vy+y Ve (11d)
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Velpi)=p(Ved)+ (Vo) 4 (11e)

Vx(pd)=p(Vx4)+(Vg)x 4 (1)
VeldxB)=(Vxi)eB-(VxE) 4 (1g)
Vx(ixB)=(BV)i-(V.4)5-BV.4)+iV.5) (11h)
V(Ao B)=Ax(VxB)+(AeV)B+Bx(Vxi)+(B.V)d (11i)
Ve[VgxVy)=0 (11j)

4. Integral Garis

4.1. Definisi

Di dalam Fisika terdapat konsep mengenai usaha yang didefinisikan sebagai
jumlah energi yang terlibat dalam proses perpindahan benda dalam lintasan tertentu
akibat dikenai gaya. Secara umum, gaya yang dikenai pada benda tersebut berbeda di tiap
titik dalam lintasan tersebut. Usaha yang dilakukan oleh gaya tersebut dapat dinyatakan

dalam bentuk integral berikut:

W= [F(F)edr (12)
C

dengan F adalah gaya yang bekerja pada benda, 7 adalah posisi benda dan d7 adalah
elemen garis lintasan benda sedangkan simbol C menyatakan bentuk lintasan yang
dilalui benda sehingga integrasi dilakukan sepanjang lintasan tersebut. Secara umum,

Integral (12) dikenal sebagai Integral Garis bagi medan vektor sebarang dalam lintasan

tertentu. Dalam koordinat kartesis F dan d7 dituliskan sebagai:

F=F@ +Fé, +F,e, (13a)
dF = dxé, +dyé, +dze, (13b)
sehingga:
W = [(Fodx+ Fydy + F.dz) (14)
C

Dalam pelaksanaannya, perhitungan integral garis dapat diselesaikan jika
persamaan khusus yang menyatakan lintasan C di atas diketahui dan akan lebih

memudahkan jika lintasan tersebut dapat dinyatakan dalam bentuk persamaan
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parametrik: x:x(t), y= y(t) dan z=z(t) yang membuat dx, dy dan dz dapat
dinyatakan dalam dr sehingga integral garis terkait berubah menjadi persoalan satu

variabel.

. - ) éx + xgy - -
Contoh 6.2. Misalkan 4 =—————. Tentukan J.A odr dengan C adalah
c

Xz +y2

lintasan berbentuk setengah lingkaran berjari-jari satu dari (~1,0) ke (I,0). Fungsi

setengah lingkaran diberikan oleh y = V1-x?, sehingga dy =

Dengan
1-x?
I 2 2 2 1
demikian J.;l-dF:J._ I-x7dx—x / I-x dx:‘[ —dx :—arcsin(x)l_1 =—7.
c -1 1 TW1=x?

Contoh 6.3. Selesaikan persoalan pada kasus 6.2. dengan cara parametrisasi.

Untuk memudahkan, lintasan tersebut akan diparametrisasi sehingga x =cosé, y =siné

dan x? + y2 =1, dimana @ adalah parameternya dan batas-batas integrasinya adalah dari

O@=rx sampai #=0. Karena dx=-sinfdf dan dy=cosfdf, maka diperoleh

dO@ = —r . Jelas cara parametrisasi ini

0 . . 0
j-;l-dF =J-—sm@(— s1n<9d<93+ cosH(costH) :_[
¢ T

T

lebih memudahkan.

4.1. Medan Konservatif dan Medan Potensial

Dalam melakukan integrasi garis dapat dijumpai beberapa medan gaya F yang
jika diintegrasikan dari suatu posisi ke posisi yang lain akan menghasilkan harga yang
tidak bergantung pada bentuk lintasan yang dilalui. Konsekuensinya, jika posisi awal dan

akhirnya sama atau dengan kata lain lintasannya membentuk kurva tertutup maka:

j?ﬁ.df =0 (15)
()

dimana simbol it; menyatakan integral garis dalam lintasan tertutup. Medan yang

memiliki sifat seperti ini disebut sebagai medan konservatif atau medan yang bersifat

kekal.
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Misalkan kita memiliki suatu fungsi skalar V' = V(x, y,z) sedemikian sehingga

medan gaya dapat dinyatakan sebagai negatif grad V' atau F =-V¥ , maka:

—ﬁ.d?zw.d?:a—de+a—de+a—de=dV (16)
ox oy oz

Misalkan posisi awal benda berada di 4 dan posisi akhirnya di B diperoleh:
B B
W= [F(F)edr ==[av =v(4)-V(B)=-AV (17)
A A

sehingga jelas jika posisi awal dan akhir sama maka W =0. Dengan memanfaatkan
persamaan (11c¢) diperoleh kondisi

VxVV =VxF=0 (18)
Secara umum, sebuah medan vektor konservatif memiliki rotasi nol. Secara khusus,

medan skalar V' dinamakan sebagai medan potensial skalar.

5. Teorema Divergensi

Telah didefinisikan pada persamaan (8) bahwa bentuk divergensi sebuah medan
vektor A diberikan oleh:

.- 0A
Goiz e O
ox oy Oz

(19)

Untuk mengetahui arti fisi dari ungkapan (19) ini, tinjau medan A yang bekerja

pada elemen kotak berukuran Ax, Ay, Az dengan volume AV = AxAyAz, yang salah

satu titik sudut berada di (x, v, z) seperti yang diilustrasikan pada Gambar 1.

z
A, (x, v,z + Az)

| ) A
,’/ Ax(x’y’z)
Ay(x,y,z) ---1 > —_1>

/ A (x,y+Ay,z)

Yy
Ax(x+Ax,y,z) Y

Gambar 1
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Bayangkan bahwa elemen kotak ini merupakan bagian kecil dari suatu volume

yang lebih besar. Kita anggap medan A sebagai rapat fluks persatuan luas, sehingga
fluks /,, atau ”jumlah” medan yang memasuki kotak dalam arah (x, y,z) berturut-turut
diberikan oleh:

Ly = 4y (¥, v, 2)AyAz

Ly = A, (x,y,2)AzAx (20)

Iin,z = Az (X, Vs Z)AXAy

Sementara fluks /,,, yang keluar dari kotak dalam arah (x,y,z) berturut-turut diberikan

oleh:
outx = Ax(x+Ax’y’Z)AyAZ
Loy = A, (x, 3+ Ay, z)AzAx 1)
outz AZ X, y,Z+AZ)AXAy

Dari sini diperoleh jumlah bersih (netto), /,,, =1,,, —1;,, total:

net:[Ax(x+Axya ) A (x Y.z )]AyAZ
+ [A x y+ Ay, x v,z ]AzAx (22)
+ [Az (x, v,z +Az)~ 4. (x, y,2)AxAy

in>

1

e 1 1
Kini kita tinjau fluks netto persatuan volume, p = lim,, ,, —2% nel
Ay—0 AXAyAZ d V
Az—0

A, (x + Ax, y, z)— A, (x,y,z)}

lim { Ax

. [Ay (x,y+Ay,z)- 4, (x, y,Zq
+1limy,

dengan dV = dxdydz, sehingga:

p=—"4+ +Z2=Ved (23)
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Sekarang perhatikan kembali bahwa ungkapan (22) untuk dapat dituliskan dalam bentuk
(buktikan!):
]in = ﬁ;‘;iin 'dgin (24)
S

elemen.,in

dengan dgl-n = dydze, +dzdxé, +dxdye, yang menyatakan vektor satuan permukaan

elemen kotak yang dimasuki fluks medan dan medan ;lm adalah medan yang terdefinisi

pada permukaan masuk tersebut. Sedangkan untuk fluks keluar dapat dituliskan sebagai:

Iout = ﬁ Eout * ds;out (25)
S

elemen,out

dengan dgom = —dgin yang menyatakan vektor satuan permukaan elemen kotak tempat

fluks medan keluar dan medan ;10”, adalah medan yang terdefinisi di permukaan keluar

yang dimaksud. Sehingga dengan demikian secara umum dapat dituliskan fluks netto (22)
dapat dituliskan sebagai:

Ly = ffdeds (26)
S,

elemen

Dari sini dapat kita simpulkan untuk setiap elemen kotak,

L= ff{pdv= {d.as 27)
v S,

elemen elemen
Jika kita lakukan penjumlahan terhadap seluruh elemen volume sehingga mencakup
seluruh volume V geometri yang ditinjau dengan S merupakan permukaan yang

melingkupinya, maka diperoleh:

J'”pdV:ﬁZl.dS’ (28)
14 s
Berdasarkan hubungan (23) dapat dituliskan kembali sebagai berikut:
([« 4)av = a.as (29)
4 S

Hubungan yang diberikan pada persamaan (29) dikenal sebagai Teorema
Divergensi yang menyatakan bahwa untuk menghitung total divergensi di seluruh titik,

cukup dilakukan dengan menghitung jumlah fluks yang keluar dari permukaan yang
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melingkupi volume terkait, atau sebaliknya, kita dapat menghitung total fluks yang keluar

dengan menghitung divergensi total di tiap titik dalam volume tersebut.

Contoh 6.4. Misalkan medan vektor 4= xé,_ + yé,, + zé, terdefinisi pada sebuah
silinder dengan jari-jari @ dan tinggi 4. Tentukan fluks total yang keluar/masuk pada
silinder tersebut. Dalam koordinat silinder medan vektor A4 = pé, +ze, (buktikan). Cara

pertama: V e A= o 8y 8__3 tentukan kemudian ”j(V A)dV Dari diskusi pada
ax oy Oz .

silinder

27
(3)pdpdpdz=3ma*h.

h
bab 5, bentuk integral lipat tiga-nya adalah sebagai berikut: .[
000

S =R

A4S,

O, O i

Cara kedua: perhatikan gambar di atas, bahwa permukaan silinder dapat dibagi menjadi

tiga permukaan dengan masing-masing vektor normal permukaan d§1 = pdgdze,,
d§2 = pdddpe, dan d§3 =—-pd¢pdpe,. Kemudian tentukan integral permukan berikut:

{:'f AedsS = ” Ay +dS, + ” Ay «dS, + “ Ay +dS;. Berdasarkan ketiga permukaan
Ssilinder S S S3
tersebut diperoleh tiga integral lipat dua berikut:

(1). Pada permukaan 1, ;11 =ae, +ze, dengan p = a, schingga integral permukaannya

adalah:

27[ h2rx
ae, +ze, pd¢dze =j IaQ d¢dz—27za h
0 00

I
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(2). Pada permukaan 2, 212 = pé, +he,, dengan z = h, schingga integral permukaannya

adalah:
alr alr
[ [(pz, +he.)s(pdpdpe.)=[ [hpdpdp =z a*h
00 00

(3). Untuk permukaan 3, pada z =0, ;13 = pé,, dan integral permukaannya adalah:

2r

J- (pe ) pd¢dpe ):O
00

Dengan demikian jumlah ketiganya adalah: 37z a’h, sama seperti hasil yang diperoleh

dengan cara pertama, sehingga teorema divergensi (29) terbukti.

6. Teorema Stokes

Misalkan kita memiliki dua buah fungsi U(x,y) dan V(x,y). Kemudian kita

integral garis-kan keduanya pada sebuah kurva persegi C dengan arah berlawanan

elemen

jarum jam dalam bentuk:

$LU e, y)ex + 7 (i, )y ] (30)

Celemen

dengan kurva C,,,,., diberikan dalam Gambar 2 merupakan lintasan persegi tertutup

a—b—c—d —a.Kita tinjau ruas pertama ungkapan (30):

b d
fo(x,y)dx=IU(x,a)dx+IU(x,d)dx (31)
Celemen

sebagai akibat dari lintasan ¢ —d berlawanan dengan a —b maka:

§U(x,y)dx = sz(x,a)dx - TU(x,d)dx
Celemen a

(32)
U (x, d )]dx

Il

QX —
-
C
—~
=

Sekarang kita tinjau hubungan berikut:

J. —d dx = J-Téa—)({dydxz.cf[U(x,d)—U(x,a)]dx (33)

elemen d
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Karena lintasan d —c¢ sama dengan lintasan a — b, maka:

U(x,a)]dx = T[U(x,d)—U(x,a)]dx (34)

a

Q..'-—;ﬁ

Jelas terlihat dari persamaan (31) dan (33) bahwa:

§ =— jj ———aydx (35)
C

elemen elemen

Dengan menggunakan cara yang sama untuk fungsi V(x, y) diperoleh hubungan berikut:

§V(x,y)dy = ” g—dedy (36)

Celemen elemen

Sehingga dengan demikian diperoleh hubungan berikut:

ﬂU(x y)dx+V X,y dy ” 8—V—é—U]dxaf (37)

C ox 0Oy

elemen elemen

Hubungan pada persamaan (37) dikenal sebagai Teorema Green pada Bidang.

Y d < K_: Celemen

y S

elemen A

a > b

Gambar 2

—

Selanjutnya kita tinjau integral garis dari sebuah medan vektor sebarang A,

jSIZI «dr pada pada suatu elemen kurva persegi di bidang x — y seperti yang diberikan
C

elemen

pada Gambar 2, sehingga:
fAdedi= (a3, + 4,8, + 4.2 ) (a2, + i, )= §ld.dr+4,dy) 38)

Celemen Celemen Celemen

Berdasarkan teorema Green yang diberikan pada persamaan (37) kita dapatkan:

ot ap)- ] {

elemen elemen

]dxdy (39)
y
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Dapat dibuktikan bahwa ruas kanan persamaan (33) bisa dinyatakan dalam bentuk:

] [ax y]dxdy— [[Oxd)ee.dwdy= [[(VxA4)edS. 0)

S S,

elemen

elemen elemen

dengan dS’Z adalah vektor normal bidang x — y . Dengan demikian kita peroleh:

§(ddx+ A,dy)= [[(Vx4)eds. (41)

Celemen Selemen
Jika kita melakukan penjumlahan terhadap sejumlah elemen luas yang membentuk

sebuah permukaan sebarang S diperoleh secara umum bentuk berikut:

faedr=[[(Vxd)eas (42)

Hubungan ini dikenal sebagai Teorema Stokes. Dalam teorema ini diperlihatkan
bahwa untuk menghitung rotasi dari suatu medan vektor pada suatu permukaan sama saja
dengan menghitung integral garis medan tersebut pada kurva yang melingkupi
permukaan tersebut.

Contoh 6.5. Misalkan pada suatu kotak persegi sebagaimana diberikan pada
gambar di bawah terdefinisi medan vektor A=-yé, +xé, +ze,. Buktikan bahwa

teorema stokes (42) berlaku.

y (a,c) (b,C)
C3
A 4 C4 C2 A
¢
(@a)  (ba)

Diperoleh: VxA4= 2¢. (buktikan!) dan vektor normal permukaannya adalah

ds = dxdye,, sehingga ”(ﬁ X 2)- ds = j..lf(2éz )- dxdye, = .C[jz2dxdy = 2(b - a)(c — a).
S ba aa
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Selanjutnya untuk §2[ odr = j;(A cdx+ 4, dy) berdasarkan arah lintasan yang berlawanan
C C

arah dengan jarum jam diperoleh:

§dcdx+ A,dy)= [Adv+ [Ady+ [Acde+ [ 4,dy
c G G G C,

= ]2(— a)dx + j(b)dy + T(— c)dx + T(a)dy

a C

=—a(b—a)+b(c—a)-cla—b)+ala—c)

=2(b-a)c—a)
Dengan demikian terbukti bahwa teorema stokes berlaku pada kasus di atas.

7. Contoh Penerapan dalam Fisika

Selain contoh penerapan integral garis dalam menghitung usaha yang dilakukan
oleh sebuah medan gaya seperti yang telah dibahas sebelumnya pada pasal 5, maka kajian
gejala elektromagnetik merupakan contoh cabang Fisika yang paling banyak memanfaat
analisis vektor dalam penggambarannya. Sejak abad ke 19, telah diketahui bahwa
persamaan yang mengendalikan dinamika elektromagnetik adalah perangkat persamaan
Maxwell. Untuk kasus gejala elektromagnetik yang tidak bergantung terhadap waktu dan

di posisi yang terdapat rapat muatan dan rapat arus, persamaan tersebut dituliskan sebagai

berikut:
VeE=L (43a)
)
VeB=0 (43b)
VXE=0 (43¢)
VxB =] (43d)

dimana E adalah medan listrik, B medan magnet, dan p serta J berturut-turut adalah

rapat muatan persatuan volume dan vektor rapat arus persatuan luas.

Integrasi persamaan (43a) terhadap seluruh volume ruang diberikan oleh:

jij(ﬁ.ﬁ)an/:i Ilfoar (44)
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Tinjau penerapan teorema divergensi pada ruas kiri persamaan (44) menghasilkan:

J‘J‘J‘(?.E)dV:ﬁE.ﬁ (45)
7
Dipihak lain, ruas kanan persamaan (44) tidak lain adalah:
! _9
gjij,oan/_ . (46)

dimana Q adalah muatan total. Sehingga dengan demikian kita dapatkan bahwa:
fJE.ds = 19 (47)
S €0

Karena integral pada ruas kanan persamaan (47) dapat ditafsirkan sebagai fluks total yang
menembus permukaan S, maka kita dapat mengatakan bahwa fluks tersebut sebanding
dengan muatan total yang dilingkupi oleh permukaan tersebut. Persamaan (47) juga
dikenal sebagai Hukum Gauss.

Di pihak lain, integrasi perkalian titik antara persamaan (43d) dengan vektor

normal dari elemen luas suatu permukaan tertutup S diberikan oleh:

Lj(%é).dE:yogj.dE (48)

Untuk ruas kanan persamaan (48), ungkapan J «ds, yang merupakan perkalian titik

antara rapat arus persatuan luas dengan vektor normal permukaan, menghasilkan total

arus yang searah dengan normal permukaan atau J e ds =dl sehingga dengan demikian:

Ho J'].dﬁ = ﬂo”dl = #ol (49)
s S

Kemudian berdasarkan teorema stokes, ruas kiri persamaan (48) dapat dituliskan sebagai:

”(ﬁxl?).df:iﬁé.df (50)
s C

dimana C adalah kurva tertutup yang membatasi permukaan terbuka S. Samakan

persamaan (49) dan (50) berdasarkan persamaan (48) diperoleh:

§Bedr = pl (51)
C

dengan / menyatakan total arus yang menembus permukaan yang dibatasi oleh kurva

tertutup C.
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Hubungan pada persamaan (51) dikenal sebagai hukum Ampere yang dapat
ditafsirkan sebagai berikut: misalkan kita mengetahui distribusi medan magnet di suatu
kurva tertutup C, maka kita dapat mengetahui seberapa besar total arus yang

menghasilkan distribusi medan magnet tersebut
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BAB 7

DERET FOURIER

1. Pendahuluan

Dalam permasalahan Fisika, banyak gejala yang dipelajari terkait dengan
dinamika yang berulang-ulang atau periodik, seperti getaran atau osilasi. Contoh yang
paling sederhana adalah gerakan berulang pada gerak harmonik sederhana oleh pegas
yang membentuk fungsi sinusoidal jika kita gambarkan hubungan antara posisi dengan
waktu. Di pihak lain, kadang kita dihadapkan pula pada permasalahan yang terkait
dengan struktur yang memiliki periodisitas, seperti contohnya perambatan cahaya ketika
melalui medium berlapis-lapis yang memiliki struktur lapisan periodik.

Secara umum, gejala atau struktur periodik yang diamati tidak memiliki bentuk
sesederhana fungsi sinusiodal, bahkan seringkali tidak memiliki bentuk ungkapan analitik
yang kita kenal. Untuk menangani permasalahan yang terkait dengan sistem periodik
tersebut, maka kita dapat menggunakan uraian deret dengan fungsi-fungsi sinusoidal
sebagai basisnya. Jika pada bab 1 kita telah berkenalan dengan uraian Taylor yang
menjabarkan suatu fungsi berdasarkan deret pangkat, maka pada bab ini kita akan
membahas perumusan yang kurang lebih sama tetapi diterapkan khusus pada fungsi-

fungsi periodik yang secara umum tidak memiliki bentuk ungkapan analitik.

2. Fungsi Periodik

Sebuah fungsi yang terkait dengan suatu variabel tertentu dikatakan periodik jika
bentuknya akan kembali berulang setelah rentang tertentu. Misalkan fungsi tersebut
merupakan fungsi dari waktu ¢, jika f (t) =f (t +nT ), dimana n adalah sebuah bilangan
integer, maka fungsi tersebut mendefinisikan sebuah fungsi periodik dengan kuantitas 7
dinamakan periode dari fungsi tersebut. Contoh sederhana dari fungsi seperti ini adalah
fungsi sin(t), dengan ¢ dalam radian. Telah kita ketahui akan memiliki harga yang sama
pada 7+n2z atau sin(¢)=sin(¢+#n27). Dalam hal ini jelas bahwa 7 =27 . Sekarang
kita tinjau fungsi sin(Zt), maka seperti yang diilustrasikan pada Gambar 1(a), jelas
terlihat fungsi tersebut memiliki periode 7" = . Sebagai contoh fungsi periodik yang

lebih kompleks dan tidak memiliki fungsi analitik tetapi tidak berkelakuan baik dapat
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dilihat pada Gambar 1(b). Terlihat bahwa kedua fungsi pada contoh tersebut diskontinu
(tidak-kontinu) serta tidak memiliki turunan di titik-titik tertentu yang jumlahnya
berhingga, sehingga dikatakan tidak berkelakuan baik. Fungsi-fungsi semacam ini
kerapkali ditemukan pada pembahasan mengenai pengolahan sinyal dalam kajian

gelombang.

>¢
[
[

(2) (b)

Gambar 1

3. Deret Fourier

Terlihat pula dari perbandingan antara fungsi pada Gambar 1(a) dengan Gambar
1(b) terdapat kemiripan bentuk. Berdasarkan fakta ini, maka fungsi-fungsi pada Gambar
1(b) tersebut, yang akan diperlihatkan pada diskusi berikut, dapat didekati secara deret

dengan memanfaatkan fungsi-fungsi sinusoidal yang berbeda periodisitas.

3.1. Deret Fourier dengan Periodisitas 2x

Kita tinjau terlebih dahulu fungsi f (t) dengan periodisitas 7 =27z . Serupa
dengan uraian deret pangkat pada bab 1, kita asumsikan bahwa fungsi tersebut dapat
diuraikan kedalam deret berikut:

£0)=a0 +3 ay sin(nr)+ 3 b, cos(nr) 0
n=l1 n=l1

yang selanjutnya akan kita sebut sebagai deret Fourier (baca: Fuye). Kita tinjau sekali
lagi ilustrasi pada Gambar 2 yang merupakan bagian dari suatu fungsi periodik dalam

rentang ¢t = —z sampai 7.
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1

T

[

* T
— 7T e
2

Gambar 2
Untuk mencari koefisien a, yang terdapat pada ungkapan deret Fourier pada

persamaan (1), kita akan memanfaatkan beberapa integral berikut (buktikan!):

]Esin(nt)dt =— cos(ntl =0 (2a)

-7

v
-

Tcos(nt)dt = sin(nt] =0 (2b)

T

/a
-

Integralkan kedua ruas pada persamaan (1) dalam rentang yang dimaksud diperoleh:

v v o0 Va 0 T
[£(e)dt =aq [dt+ a, [sin(nt)dt+ b, [cos(nt)dt 3)
- - n=l1 - n=1 -

— N — | ——

=2z =0 =0

sehingga diperoleh
1 T
4=~ Jf(f)df 4

Selanjutnya, untuk menentukan koefisien-koefisien a, kita tinjau integral berikut:

Tsin(nt)sin(mt)dt = % T[cos((m —n)t)—cos((m +n)t)]dt ()

T -

Ruas kanan pada persamaan (5) diperoleh dengan memanfaatkan identitas trigonometri:

sinA4sinB = %[cos(A — B)—cos(A + B)]. Terlihat bahwa untuk m # n , maka (buktikan!):

Tsin(nt)sin(mt)dt =0 (6)

-T
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Sedangkan untuk m = n, maka (buktikan jugal):

Tsin(nt)sin(mt)dt = % ]{[1 —cos(2nt)|dt = (7

-7

Secara sederhana integral tersebut dapat kita tuliskan sebagai:

Tsin(m)sin(mr)dz = 70,y (8)

-
dengan 0,,, adalah delta kronecker yang telah kita bahas pada bab 3 terdahulu.

Selanjutnya kita tinjau integral berikut:

Jcos(u)sin(m)dt = [[sin(m + n)e)+ sin(m —n)e ) ©)

- -7

Ruas kanan pada persamaan (9) diperoleh dengan memantfaatkan identitas trigonometri:
sin 4 cos B = %[sin(A + B)+sin(4 - B)).

Dengan demikian, berdasarkan integral-integral di atas, maka jika kita kalikan
kedua ruas pada persamaan (1) dengan sin(mt) didapatkan:

T

'[f sin(mt )dt = J.sm t)dt + Za '[sm nt)sin(mt )dt

- -
=0 =7Z'5nm
(10)
0 T
+ an J.cos(nt)sin(mt)dt
n=l _n
=0
Pada hasil di atas telah digunakan hubungan: Za 2Onm = 4, , maka diperoleh:
n=1
Va
J.f(t)sin(mt)dt =a,n (11)
-
sehingga:
1 v
"= [ £()sin(me)ar (12)
-
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Dengan cara yang persis sama, tetapi dengan mengalikan kedua ruas persamaan

(1) dengan cos(mt) dan kembali menggunakan identitas trigonometri yang bersesuaian,

diperoleh untuk koefisien-koefisien b :

hn:%TfOk%@th

Contoh 7.1. Tentukan deret Fourier untuk fungsi yang diberikan pada Gambar 2.

Pertama, kita nyatakan terlebih dulu fungsi tersebut dalam bentuk berikut:
f@={

Selanjutnya kita cari koefisien a, berdasarkan persamaan (4):

l, —-7m<t<x/2
—-1/2, #/2<t<nx

/2
1 3 1 5
a =5 __[T(l)dt+— {2 1/2)dt = 5%
Untuk koefisien a,,:
7/2 z
ay =~ [()sin(ne)de +~ [(=1/2)sin(nr)de
d - 4 /2
L [cos(n)—cos(nz/2)]+ L [cos(n7z)— cos(nz/2)]
nrw 2nrx
= %[cos(mr)— cos(nz/2)]
nz

Sedangkan untuk koefisien b, :

71'/2 r
b, _1 J. cos( nt)a’t+l j(—1/2)cos(nt)dt
T
-z z/2

= E [sin(n7z)+ sin(n 7/2)]+ I [sin(n7z/2) - sin(nz)]

- % [3sin(n z/2)+sin(nz)]

Dengan demikian diperoleh deret Fourier yang dimaksud adalah:

7(r)= % + ;%[COS(IMZ) cos(n z/2)]sin(nt) + Eﬁ 3sin(n7/2) + sin(n7)]cos(nt)
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Diberikan pada Gambar 3 plot dari deret Fourier yang diperoleh pada contoh 7.1
sampai dengan n =20 dengan menggunakan aplikasi MAPLE 8. Terlihat bahwa deret
yang diplotkan memiliki kecenderungan membentuk fungsi yang dimaksud. Pembaca
dapat meyakini diri bahwa semakin besar n yang disertakan maka hasil yang diperoleh

akan makin mendekati.

/()
A A
Si
‘
- E ¢
2
Gambar 3

3.2. Deret Fourier dengan Periodisitas Sebarang

Jika pada bagian awal pasal 3 kita membahas khusus untuk fungsi dengan
periodisitas 27, maka perluasan perumusan deret Fourier untuk kasus dengan
periodisitas sebarang, sebut saja 7 yang bukan dinyatakan dalam radian, dapat dilakukan
dengan mentransformasikan argumen pada fungsi sinus cosinus yang terkait kedalam
bentuk radian sebagai berikut:

27t
t—>— 14
T (14)

Sehingga kini kita peroleh untuk fungsi dengan periodisitas 7':

1(t)=aq +ian sin(2n7zt/T)+ibn cos(2nzt/T) (15a)
n=l1 n=1
| T2
a = j £(t)ar (15b)
-T/2
5 T/2
a, == [ f(e)sin(n27¢/T)dt (15¢)
T—T/Z
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5 T/2
by == [ f()cos(n2zt/T)dt (15d)

T -T/2
Perhatikan bahwa untuk periodisitas 7 = 27, ungkapan bagi deret Fourer dan masing-
masing koefisien akan kembali ke bentuk yang diberikan oleh persamaan (1), (4), (12)
dan (13) berturut-turut.
Perlu dicatat Jika pembaca mengacu pada buku teks karangan Mary L. Boas,

maka akan dijumpai bahwa ungkapan untuk uraian Fourier diberikan oleh:
f(t)=%a0 +Y a,cos(2nwt/T)+ D b,sin(2nzt/T) (16)

n=1 n=l1

dengan perbedaan pada penulisan koefisien a;, dan penempatan fungsi kosinus pada
koefisen a, dan sinus pada koefisien b, yang berbeda dengan penulisan yang diberikan
pada persamaan (1). Konsekuensi dari penulisan ini adalah ungkapan bagi a,, a, dan

b, diberikan oleh:

5 T2
ag =— j f(t)at (17a)
T 7
/2
@ =2 [ f(t)cos(n2rt/T)at (17a)
T 7
/2
b, =% [ f(e)sin(n27t/T)at (17b)
7/2

3.3. Deret Fourier Fungsi Genap dan Ganyjil

Sebuah fungsi dikatakan sebagai fungsi genap jika memenuhi kondisi

f (— t)= f (t) seperti yang diilustrasikan pada Gambar 4(a) dan dikatakan merupakan
fungsi ganjil jika f (— t) =—f (t), dengan ilustrasinya diberikan pada Gambar 4(b).

Untuk fungsi genap, ketika kita menghitung koefisien a, berdasarkan persamaan
(15b) terlihat bahwa f (t) positif (atau dapat pula negatif) untuk seluruh selang 7',

sementara di pihak lain kita ketahui bahwa fungsi sin(n27¢/T)=—sin(-n27¢/T)
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merupakan fungsi ganjil. Konsekuensi dari keadaan ini adalah bahwa a, =0. Hal ini

terlihat dari integral untuk memperoleh koefisien a,, berikut:

/2
a, =— If sin(n27t/T)dt + If sin(n27¢/T)dt (18)
r -T/)2
yang dapat dengan mudah kita lihat bahwa:
T/2
If sin(n27¢/T)dt = - J.f sin(n27¢/T)dt (19)
0 -T/2
sehingga a, =0.
f(t) /()
i i r i
| | 2 i
t 7 t
T r ’ r
2 2 ' 2
(a) (b)
Gambar 4

Sedangkan untuk koefisien b,, karena cos(n27t/T)=cos(—n2zt/T), maka

diperoleh kondisi berikut (buktikan!):

/2

If t)cos(n2zt/T)dt = J.f t)cos(n2xt/T)dt (20)

-T)2

Sehingga dengan demikian untuk koefisien b, bagi fungsi genap adalah:

4712
S jf t)cos(n27t/T)dt 1)
Dengan cara yang sama seperti untuk fungsi genap, kita peroleh untuk fungsi
ganjil kondisi:
T/2
If t)cos(n2zt/T)dt = - _[f t)cos(n27zt/T)dt (22)
0 -T/2
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sehingga diperoleh b, =0, sedangkan dari kondisi:

7/2 0
[r@)sin(n2ze/T)dt = [ f(e)sin(n27t/T)dt (23)
0 -T/2

diperoleh untuk koefisien a,,

T2

[ £(e)sin(n27t/T)at (24)
0

4
a n= ?
3.4. Deret Fourier Kompleks

Selain dari uraian deret Fourier dalam basis fungsi sinus dan kosinus yang
diberikan pada persamaan (1), kita dapat pula membentuk uraian tersebut dalam basis
fungsi eksponensial kompleks berikut:

()= D c,expli2nzt/T) (25)
n=—oo
Perhatikan bahwa penjumlahan dilakukan dari #n =—o sampai . Dengan melakukan

kembali prosedur seperti ketika memperoleh koefisien a, dan b, pada persamaan (12)

dan (13) berturut-turut, maka kita dapat pula menerapkannya untuk memperoleh

koefisien ¢, pada persamaan (25) di atas dengan mengalikan kedua ruas dengan

exp(— imt) kemudian mengintegralkannya dalam rentang —7/2 sampai 7/2 sebagai

berikut:
T/2 © T2
If(t)exp(—i2m7zt/T)dt= > ¢, J.exp(i2nzzt/T)exp(—i2m7rt/T)dt (26)
-7/2 n=—0  _T/2

Kita evaluasi integral pada ruas kanan persamaan (17) dengan memanfaatkan hubungan

Euler exp(i@)=cos@ +isin @ sebagai berikut:

7/2 7/2
Jexp(i2n7zt/T)exp(—i2m7zt/T)dt = J‘exp[i 2(n—m)rtT]dt
-T/2 -T/2
7/2 7/2
= J‘cos[Z(n—m)ﬂt/T]dt+i Jsin[2(n—m)7rt/T]dt
-7/2 -T/2

27)
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Dari sini terlihat bahwa (buktikan!):

/2
[cos[2(n—m)ze/T]dt = T5,, (28a)
T)2
/2
[sin[2(n—m)ze/T]dt =0 (28b)
)

Sehingga dengan demikian diperoleh bahwa persamaan (17) berubah menjadi:

T/2 o0
[ f(e)exp(-i2mat/T)dt =T " c,,, (29)
-T/2 Nn=—00
cm
sehingga:
T2
Cp =— J.f(t)exp(—i2m7rt/T)dt (30)
T—T/2

Contoh 7.2. Nyatakan fungsi yang diberikan pada contoh 7.1 dalam uraian deret
Fourier kompleks. Dari pernyataan fungsi tersebut dalam bentuk berikut:

L —m<t<a)2
f(t)_{—1/2, m/2<t<rx

dengan T = 2x, kita peroleh untuk koefisien ¢, untuk n#0:

/2

[ @exp(- )+ - [ 12)exp(- int)a

. 1
L=
2 o
1

B 2nrw

[exp(—in 7/2) - exp(inr)] - ﬁ [exp(—inz)—exp(—in7/2)]

= ﬁ [Bexp(~inz/2)-2exp(inz)—exp(-inz)]

Sedangkan untuk koefisien ¢ ditentukan oleh integral:

T/2

[ f(e)dr

L1
' T—T/2

yang tidak lain sama dengan a, pada persamaan (4) atau (15a) dengan 7T =2r.

Sehingga untuk kasus pada contoh ini ¢, = 5/8, sebagaimana yang diperoleh pada contoh
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7.1. Ungkapan deret Fourier dalam basis fungsi eksponensial kompleks untuk kasus di

atas adalah: f (t) = g + Z

n=—o0,n=0 n

[3 exp(— in 7z/2) -2 exp(in 7z) - exp(— in ﬂ)]exp(int) .

4. Kondisi Dirichlet dan Teorema Parseval

Setelah kita membahas bagaimana menguraikan suatu fungsi periodik dalam deret
Fourier, kini kita akan membahas dua kelengkapan yang dimiliki oleh deret tersebut
yakni kondisi dirichlet yang terkait dengan konvergensi deret tersebut, dan nilai deret
tersebut pada titik diskontinu yang terdapat pada fungsi yang ditinjau seperti dicontohkan
pada Gambar 1(b), dan teorema Parseval yang terkait dengan harga rata-rata suatu

periodik dalam satu periode.

4.1. Kondisi Dirichlet
Misalkan sebuah fungsi periodik f (t) dengan periode 7' yang dalam suatu selang
antara —T/2 sampai 7/2 memiliki harga yang tunggal untuk setiap titik yang bukan titik

diskontinu dan juga memiliki titik diskontinu yang terbatas jumlahnya, serta

T/2

[lf(e)dr <oo (31)

-T/2
maka deret Fourier di titik # tertentu akan konvergen ke nilai f (t) di semua titik dimana
f (t) kontinu. Sedangkan pada titik diskontinu, deret Fourier tersebut akan konvergen ke

nilai tengah fungsi tersebut.

Kembali ke contoh 7.1, jika kita hitung integral:

T/2 z/2 z
[lre)de=[|f(e}ae+ [|f(e)dr
-T/2 -2 z/2
z/2 P 3
= [War+ [(/2)dr=""+Z =27 <
/2 7/2 2 2

yang terbatas nilainya. Kemudian perhatikan bahwa nilai deret tersebut untuk n=5,7,9
yang diberikan pada Gambar 5, menunjukkan bahwa pada titik diskontinu yakni

t=-rx/2, z/2, dan 7 deret tersebut konvergen menuju nilai tengah yakni f =0.25.
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Dapat disimpulkan, bahwa melalui kondisi dirichlet ini kita dapat menentukan apakah

suatu fungsi akan memiliki deret Fourier yang konvergen atau tidak.

f(t)

Gambar 5
Contoh 7.3. Misalkan dalam suatu selang kita memiliki fungsi f (t) =1/t dengan

periode dari ¢ =0 sampai 27 . Tentukan apakah fungsi tersebut dapat dinyatakan dalam

2
deret Fourier yang konvergen. Kita periksa: '[ 1dt = ln(t)
t
0

2z

o =, sehingga dengan

demikian untuk fungsi tersebut tidak dapat dinyatakan dalam bentuk deret Fourier yang

konvergen di setiap titik dalam selang tersebut.
4.2. Teorema Parseval

Misalkan sebuah fungsi periodik f (t) dengan periode 7' yang dalam suatu selang
antara —7T/2 sampai T/2, berdasarkan kondisi Dirichlet, dapat diuraikan ke dalam deret

Fourier. Jika kita tinjau rata-rata dari kuadrat £(¢) berikut:

2 s 2
(FP )= [r@fa (32)
-7/2
maka berlaku:
N 1 2 IS 2 14,
(/0P ) =34} +5,§a" +5,§b" (33)

Pernyataan pada persamaan (33) dikenal sebagai teorema Parseval, yang menggambarkan

hubungan kelengkapan antara rata-rata kuadrat fungsi f (t) dengan koefisien-koefisien

pada deret Fourier bersangkutan.

131



5. Contoh Penerapan dalam Fisika

Konsep deret Fourier dalam Fisika secara luas digunakan pada kajian mengenai
gejala gelombang, kuantum dan masih banyak lainnya. Dalam gelombang misalnya,
penentuan frekuensi dari suatu sinyal suara atau cahaya, yang bukan berbentuk sinusiodal
dengan frekuensi tunggal dilakukan dengan menjabarkan fungsi sinyal tersebut terhadap
waktu ke dalam deret Fourier. Kita ambil contoh 7.1 kembali dengan mengandaikan

bahwa fungsi yang diberikan pada Gambar 2 adalah intensitas suara atau f (t) =1 (t) .

Tuliskan kembali deret Fourier dengan periode sebarang menjadi sebagai berikut:

I(t) =1+ Zla’n cos(a)nt)Jr ZIb’n sin(a)nt) (34)
n=1 n=1
dengan
2
», = ’; L (35)

merupakan frekuensi harmonik ke — 7, sedangkan 7, adalah intensitas dasar yang tidak

bergantung dengan waktu, dan [, serta I, merupakan intensitas yang terkait dengan

an
harmonik ke—n .

Berdasarkan penulisan ini, maka hasil yang diperoleh pada contoh 7.1 tersebut
dapat ditafsirkan bahwa frekuensi harmonik ke —n diberikan oleh:

o, =n (36)

karena T = 27z . Sedangkan untuk intensitas dasarnya adalah:

Iy =3 (37)

Sedangkan intensitas yang terkait dengan harmonik dasar ke—» berbentuk kosinus dan

sinus berturut-turut diberikan oleh:

I,,= 3 [cos(nz)—cos(nz/2)] (36¢)
T 2nrm

Iy, = L[ﬁa sin(n77/2)+ sin(n7)] (36d)
T 2nr
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BAB 8

PERSAMAAN DIFERENSIAL BIASA

1. Pendahuluan

Hampir sebagian besar gejala yang dibahas dalam Fisika memiliki kaitan dengan
permasalahan laju perubahan dari suatu besaran fisis tertentu. Contoh paling sederhana
yang telah lama kita jumpai adalah laju perubahan kecepatan suatu partikel terhadap
waktu akibat gaya yang bekerja padanya sebagaimana diatur oleh Hukum Newton ke
dua. Secara matematik, gambaran dinamika perubahan tersebut dituang dalam bentuk
persamaan diferensial.

Persamaan diferensial adalah suatu bentuk persamaan yang didalamnya
mengandung turunan. Jika turunan yang terlibat hanya melibatkan satu buah variabel
maka persamaan tersebut dinamakan Persamaan Diferensial Biasa (PDB) dan jika
turunan yang terlibat adalah turunan parsial dari dua atau lebih variabel maka persamaan
tersebut dinamakan Persamaan Diferensial Parsial (PDP). Salah satu contoh sederhana

bagi PDB adalah:
2
C-ty 1)
yang tidak lain adalah PDB orde dua (karena orde terbesar turunannya adalah dua) bagi
pegas dengan konstanta & yang diturunkan dari Hukum Newton ke dua.

Jika kita dihadapkan pada suatu gejala fisis yang dinamikanya diberikan oleh
suatu persamaan diferensial, seperti pada kasus dinamika pegas, maka salah satu langkah
yang harus kita lakukan untuk memperoleh gambaran menyeluruh tentang karakteristik
gejala tersebut adalah dengan melakukan integrasi terhadap persamaan terkait atau
dengan kata lain kita mencari solusi (pemecahan) atas persamaan tersebut. Kembali pada

persamaan (1) di atas, dapat ditunjukkan bahwa solusi dari PDB tersebut diberikan oleh:

y(t)zAsina)t+Bcosa)t (2)

dengan ® =./k/m merupakan kecepatan sudut, sedangkan A4 dan B merupakan

konstanta sebarang yang nilainya dapat ditentukan dari kondisi awal dinamika pegas

tersebut.
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Pada bab ini kita akan mengkhususkan diri pada pencarian solusi bagi sistem
PDB, dengan menitik beratkan pada beberapa sistem PDB menggunakan metode-metode

khusus.

2. PDB Linier Orde Satu

Sebuah PDB dikatakan berorde satu jika didalamnya orde terbesar dari turunan
yang terlibat adalah satu atau d” y/ dx" dengan n=1. Misalkan y = y, adalah solusi
dari PDB yang dimaksud, demikian pula misalnya terdapat solusi lain y =y, yang

memenuhi, maka jika superposisi: y = y; + y, juga merupakan solusi dari PDB tersebut

dikatakan bahwa PDB tersebut adalah PDB linier. Dengan kata lain, sebuah PDB
dikatakan linier jika berlaku prinsip superposisi, jika tidak maka dikatakan PDB tersebut
adalah PDB tak-linier

Misalkan kita memiliki suatu sistem PDB linier orde satu berikut:

% = £(x.y) 3)

dimana fungsi f (x, y) dapat dituliskan dalam bentuk perkalian dua fungsi g(x) dan h(y)

atau:
f(x,y)=glx)h(y) )
maka PDB pada persamaan (3) dapat dituliskan kembali menjadi:
dy dx
= (5)
h(y)  glx)

Untuk memperoleh solusi dari persamaan (5) di atas dapat dilakukan dengan
mengintegralkan secara tak-tentu kedua ruas terhadap masing-masing variabel:
j—dy = | X L (6)
hy) - glx)
dengan C adalah konstanta integrasi yang dapat ditentukan dari kondisi awal. Kemudian,

setelah kita melakukan integrasi, dapat ditentukan solusinya dalam bentuk y = y(x).

Contoh 8.1. Tentukan solusi PDB: %:hz y. Kita ubah bentuk tersebut
X

menjadi: Y =3x2dx, kemudian kita integrasikan kedua ruas terhadap masing-masing

y
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variabel diperoleh: J-ﬂ =Iny dan j3x2dx = x> +C. Dari sini diperoleh Iny = X +C,
y

sehingga dengan demikian solusi bagi persamaan tersebut adalah y = Aexp(x3) dengan
A= exp(C) juga merupakan konstanta integrasi.

Berdasarkan hasil yang telah diperoleh untuk memecahkan sistem PDB orde satu
pada persamaan (3), kita akan mempergunakannya untuk memecahkan PDB bentuk lain

yaitu:
d
Lipy=0 (7)
dx

dengan P = P(x) dan O = Q(x). Untuk mencari solusinya, kita tinjau bentuk berikut:

Y=y exp(l ) (8)
dengan y adalah solusi PDB (7) dan

I= jpdx 9)
Turunkan persamaan (8) terhadap x diperoleh:
ar = (Q+Py)exp(1) (10)
dx dx

Berdasarkan persamaan (7), persamaan (10) dapat dituliskan kembali sebagai:

= gexpl1) (1)
X

Terapkan kembali cara yang diberikan pada persamaan (6) diperoleh solusi bagi

persamaan (11):

Y= j Oexp(I)dx +C (12)
Dari persamaan (8) didapatkan solusi untuk PDB (7):
yexp(l)= [ Qexp(l)dx+C (13)
atau
v =exp(~1)[ Qexp(I)dx + Cexp(~1) (14)

Contoh 8.2. Tentukan solusi PDB berikut: xdy/dx+2y =1. Pertama kita ubah
bentuk PDB tersebut menjadi: dy/dx+2y/x =1/x, bandingkan dengan persamaan (7)
dapat kita identifikasi bahwa: P(x)=2/x dan Q(x)=1/x. Diperoleh untuk ungkapan
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untuk /[ = I (2/x)dx = In x* schingga exp(l)= x? dan exp(—17)= l/ x* . Berdasarkan
persamaan (14): _[Qexp(] )dx = I(l/ x)x2 dx = x? / 2. Dengan demikian diperoleh solusi

untuk PDB adalah: y = (x2/2)/x? +C/x2 =1/2+C/x? |
Contoh 8.2. Kelajuan gerak sebuah parasut ditentukan oleh PDB berikut:
dv/dt —bv = exp(ﬂt), dengan b dan £ adalah konstanta. Tentukan solusi bagi v jika

pada saat ¢ =0 parasut memiliki kelajuan awal v,. Terlihat bahwa P =-b schingga
I=[Pdt=—-bt dan exp(+ I)= exp(¥ bt), sedangkan Q = exp(f1). Dari persamaan (14):
W(t) = exp(bt)j exp(ft)exp(—bt)dt + Cexp(—bt) atau v(t)=exp(S1)/(B—b)+ Cexp(bt).
Karena pada ¢=0 diketahui bahwa v=v,, maka v,=1/ (ﬂ — b)+ C, sehingga

C=v, —1/(ﬂ —b). Dengan demikian solusi v secara lengkap dapat dituliskan sebagai

berikut: v(r) = exp(B1)+[vo (B —b)—1]exp(br)
: 5b

3. PDB Tak-Linier Orde Satu dan Linierisasinya
Tinjau PDB orde satu berikut:

L Plx)y = 0" (15)
X

dengan m >1. PDB ini merupakan persamaan tidak linier karena superposisi dari dua
solusi persamaan tersebut bukan merupakan solusi dari persamaan yang sama. Hal ini
diakibatkan kehadiran suku " pada ruas kanan persamaan (15). Secara khusus,

persamaan diferensial (15) dikenal sebagai persamaan Bernoulli dan merupakan contoh
bagi sebuah PDB orde satu yang tidak linier.

Untuk memecahkannya, dapat diperkenal transformasi variabel berikut:
w=y " (16)
dengan turunannya diberikan oleh:

aw _mdy
W _(- m &Y 17
o= (=my™ = (17)

Kemudian kalikan ruas kiri dan kanan persamaan (15) dengan (1 - m)y ~" diperoleh:
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(1=mly ™ 2 (L= m)Pl)y " = (1= m)O(x) (13)

w
aw
dz
Sehingga dengan demikian kita dapatkan persamaan (15) dalam variabel yang baru
menjadi:
dw
£ Bl =0,() (19)

Dengan P, (x)z(l—m)P(x) dan Q,, (x)=(1—m)Q(x). Dapat dengan mudah terlihat
bahwa persamaan (19) memiliki kemiripan bentuk dengan PDB (7), sehingga dengan
demikian w memiliki bentuk solusi seperti yang diberikan pada persamaan (14).

Proses yang ditunjukkan pada contoh di atas dinamakan proses linierisasi dari
suatu persamaan diferensial yang tidak linier. Proses ini pada dasarnya tidak berlaku
umum bagi semua PDB tak-linier. Tetapi, dalam beberapa kasus kita dapat mencari
transformasi yang mengakibatkan sebuah PDB yang tidak linier disuatu ruang solusi
menjadi bentuk linier di ruang solusi yang lain. Seperti pada persamaan Bernoulli yang

tidak linier dalam ruang solusi y, tetapi linier dalam ruang solusi w.

4. PDB Linier Orde Dua

Karena hukum fundamental gerak, yakni Hukum Newton, mengandung turunan
ke dua terhadap waktu, maka PDB orde dua merupakan salah satu jenis persamaan
diferensial yang paling sering muncul dalam Fisika. Dalam pasal ini, kita akan membahas
dan membatasi diri pada kasus PDB orde dua yang linier dengan koefisien konstan.

Secara umum PDB linier orde dua tersebut dapat dituliskan sebagai berikut:
d’y dy
CH—=+c—+cyy=flx 18
2 ta oy f(x) (18)
Dengan c¢y,c; dan ¢, merupakan konstanta. Selanjutnya kita akan membagi

pembahasan bentuk homogen (homogeneous) persamaan (18) yaitu dengan f (x): 0

maupun untuk kasus tak-homogen (inhomogeneous) dengan f (x) #0.

4.1. Kasus Homogen
Untuk memudahkan kita dalam membahas cara untuk memperoleh solusi bagi

PDB orde dua, kita akan memanfaatkan penulisan operator diferensial sebagai berikut:
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d

= (19)

Dengan penulisan ini, persamaan (18) untuk kasus homogen dapat dituliskan dalam
bentuk:
02D2y+chy+coy =0 (20)
Atau dapat pula dituliskan sebagai berikut:
(czDz +c1D+c0)y =0 (21)
Operator di dalam kurung pada ruas kiri persamaan (21) memiliki bentuk yang

mirip dengan bentuk fungsi kuadrat yang akar-akarnya dapat dicari melalui persamaan

-c t q/clz —4csHc 22)

202

berikut:

Ci:

Berdasarkan akar-akar tersebut, kembali kita dapat tuliskan bentuk persamaan (21)
menjadi:
(D—c,D-c_)y=0 (23)
Berdasarkan penulisan tersebut kini kita dapat mencari solusi dari persamaan
tersebut secara sederhana dengan memecahkan secara bersamaan dua PDB linier orde

satu berikut, misalkan:

(D=c_)y=ulx) (24)
sehingga
(D—c,)u=0 (25)
Solusi persamaan (25) diberikan oleh:
u(x)=C, exp(c,x) (26)
Substitusikan solusi (26) ke dalam persamaan (24), kita dapatkan:
(D—c_)y=C, explc,x) 27)

Dengan C, adalah konstanta integrasi. Persamaan (27) mirip dengan PDB (7) dimana
P=—c_dan [ =—-c_x,serta Q=C, exp(c +x). Dengan menggunakan persamaan (14)

diperoleh solusi untuk persamaan (27) sebagai berikut:
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y= exp(c_x)_[ C, exp(c +x)exp(— c_x)dx +C_ exp(c_x)
(28)
& exp(c, x)+ C_exp(c_x)
c_—c,

dimana c, # c_. Karena c; dan C, pada solusi (28) merupakan konstanta, maka secara
umum solusi tersebut dapat dituliskan kembali sebagai:
y=C, exp(c +x)+ C_ exp(c_x) (29)
dimana konstanta C, /(c, —c_) dituliskan kembali sebagai C, .
Misalkan akar-akar c, = cp, *icy, merupakan bilangan kompleks, maka solusi
(29) tersebut dapat dituliskan sebagai berikut:
y = exp(cpex C, explicy,x)+ C_ exp(—icyy,x)) (30)
atau dalam bentuk sinus dan kosinus berdasarkan hubungan Euler:
y = exp(cpex N 4sin(cy, x)+ Bcos(cyy, x)) (31
dengan bilangan kompleks A4 dan B adalah konstanta yang baru.
Khusus untuk kasus dengan kondisi akar-akar yang sama, c_=c, =c,
persamaan (28) akan tereduksi menjadi:
y = explcx) I Aexp(cex)exp(— ex)dx + Bexp(cx)
= exp(cx)J- Adx + Bexp(cx) (32)
= (Ax + B)exp(cx)
Sebagai catatan, pada solusi bagi PDB orde dua di atas terdapat dua buah

konstanta integrasi sebarang yang dapat ditentukan nilainya jika diketahui kondisi solusi

y pada dua titik x yang berbeda.

Contoh 8.3. Tinjau PDB orde dua berikut: 3d’y/dx? —2dy/dx+1=0.

Berdasarkan hubungan (22), akar-akar persamaan tersebut adalah c, = (111\/5 ) 3.

Sehingga dengan demikian solusi dari PDB tersebut diberikan oleh persamaan (31),

dengan c¢,, =1/3 dan ¢, = \/5/3 ,yaitu: y = exp(x/3)(A sin(xx/z/3)+Bcos(x\/§/3».
Contoh 8.4. Tinjau kembali PDB orde dua berikut: d%y/dx> —6dy/dx+9=0

dimana pada x=0, y=y, dan pada x=x,,, y=y,,. PDB terkait memiliki akar-akar

yang sama c =3, sehingga dengan demikian solusinya diberikan oleh persamaan (32):
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y = (4x + B)exp(3x). Berdasarkan kondisi pada x=0 diperoleh y, =B dan pada

X=Xy, Vm = (Ax,, + v )exp(3x,, ) dan diperoleh 4 =(y,, — v, exp(3x,, ))/x,, exp(3x,, ).

4.2. Kasus Tak-Homogen

Untuk kasus PDB linier orde dua yang tidak homogen dengan f (x) # 0, metode
yang relatif sama dengan yang telah kita bahas untuk memperoleh solusi (29) dapat juga
kita gunakan, tetapi tentu saja dengan tingkat kesulitan yang berbeda. Secara fisis, suku
f (x) pada PDB (18) dapat dipandang sebagai suku sumber atau dapat pula ditafsirkan
sebagai fungsi pemaksa, tergantung dari dinamika fisis terkait.

Kita tuliskan kembali persamaan (18) dalam notasi operator diferensial (19)

sebagai berikut:

(D=c, D= )y=flx) (33)
dengan akar-akar karakteristik ¢, diberikan oleh persamaan (22). Kita misalkan kembali
bahwa PDB orde satu berikut berlaku:

(D=c_)y=ulx) (34)
sehingga

(D=, )u=flx) (39)
Berdasarkan solusi untuk PDB orde satu yang diberikan oleh persamaan (14) didapatkan
solusi untuk PDB (35) dengan P=—c, dan / =—c x,serta Q= f (x):

u(x) = exp(c+x)J. f(x)exp(— c+x)dx +C, exp(c+x) (36)
Setelah langkahi ini kita lakukan dan diperoleh solusi bagi u, maka kita tinjau PDB orde

satu (34) lalu kita terapkan cara yang persis sama dengan langkah untuk memperoleh u ,

sehingga diperoleh:
y(x)= exp(c_x)J-u(x)exp(— c_x)dx+ C_explc_x) (37)
Jadi secara garis besar terdapat dua langkah yang harus kita tempuh untuk
memperoleh solusi y yaitu dengan mencari terlebih dahulu fungsi ¥ yang memenuhi
PDB (34) baru kemudian dicari fungsi y terkait melalui persamaan (37).
Untuk menerapkan teknik pencarian solusi ini, kita akan tinjau beberapa contoh

kasus dengan f (x) berbentuk fungsi eksponensial dan sinusoidal berikut:
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(1). f(x): Aexp(kx) dengan k #c, #c_

Q).

Berdasarkan persamaan (36) diperoleh fungsi u terkait diberikan oleh:
u(x)= exp(c+x)j Aexp(kx)exp(—c, x)dx + C, exp(c, x)
(38)
= 4 exp(kx)+ C, exp(c+x)

_C+

Kemudian berdasarkan persamaan (37) didapatkan untuk solusi y —nya adalah:

0)=esplen)f[

_C+

exp(kx)+ C, expl(c +x)} exp(—c_x)dx + C_ exp(c_x)

39
= 4 expl(kx)+ —= >
(k—c+)(k—c_) c, —c_

solusi persamaan PDB homogen

exp(c+x) +C_ exp(c_x)

Terlihat bahwa dua suku terakhir baris ke dua persamaan (39) tidak lain adalah
solusi PDB homogen yang telah kita bahas pada pasal 4.1, sehingga dengan
demikian, konstanta-konstanta di dalam persamaan (39) dapat kembali dituliskan
sebagai:

A
k—c, )(k —c_ )

exp(kx)+ C, exp(c, x)+ C_ exp(c_x) (40)

y(x)= (

Pada solusi yang diberikan pada persamaan (40), terlihat bahwa parameter 4 dan &

bukanlah konstanta integrasi seperti halnya C, .
Contoh 8.5. Tentukan solusi PDB berikut: (D2 +4D—5)y = 7exp(2x).
Faktorisasi PDB tersebut diperoleh: (D—1)D +5)y = 7exp(2x), dengan demikian

dapat diidentifikasi ¢, =1, c_ =-5, k=2 dan 4 =7 . Berdasarkan persamaan (40)

diperoleh solusinya adalah:

Y= 3 ) C )+ Cexpl- 51
= exp(kx)+ C, exp(x)+ C_ exp(-5x)
f(x)= Aexp(kx) dengan k=c, #c_
Pada kondisi ini, persamaan (38) akan tereduksi menjadi:
() = exp(kx)[ A exp(kx)exp(— kx)dx + C, exp(kx)

~ (dx+C, Jexpli) (50
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3).

sehingga diperoleh untuk solusi y berdasarkan persamaan (37):

y(x) = exp(c_x) I ((4x + C, Jexplhx))exp(— c_x)dx + C_explc_x)  (42)

Untuk memecahkan memperoleh bentuk eksplisit persamaan (42) kita tinjau satu

persatu integral berikut (buktikan!):

A A
exple_x)| Axexplkix )expl—c_x)dx = xexplhx)— expl/ix
p(c_x)[ Axexp(kr)exp(-c_x) ) p(kx) T plkx)
exp(c_x)'[ C, exp(kx)exp(—c_x)dx = C. exp(kx)
(k=c.)
Sehingga dengan demikian bentuk persamaan (42) adalah:
y(x)= (k _Ac_ ] xexplkx)+ {A ?kci i]i ;26_ )} exp(kx)+ C_ exp(c_x) (43)
solusi PDB homogen

Kembali terlihat bahwa dua suku terakhir baris ke dua persamaan (43) tidak lain
adalah solusi PDB homogen terkait, sehingga dengan demikian, konstanta-konstanta

di dalam persamaan tersebut dapat kembali dituliskan sebagai:

y(x):%xexp(kmq explix)+ C_ explc_x) (44)

k—c_ )
Contoh 8.6. Tentukan solusi PDB berikut: (D2 -D— 2) y= exp(x). Faktorisasi
PDB tersebut diperoleh: (D—1) D +2)y=exp(x), dengan demikian dapat

diidentifikasi ¢, =k =1, c_ =-2 dan 4 =1. Berdasarkan persamaan (44) diperoleh

solusinya adalah:

y(x)=

xexp(x)+ C, exp(x)+ C_ exp(— 2x)

~—~
—

1+2)

zgxexp<x>+c+ exp(x)+ C_ exp(- 2x)

f(x)= dexplkx) dengan k=c, =c_
Pada kondisi ini, persamaan (38) akan tereduksi menjadi:
u(x) = exp(kx) .[ Aexp(kx)exp(— kx)dx + C, exp(kx)

~ (dx+C, Jexpli) (%3)
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4.

sehingga diperoleh untuk solusi y berdasarkan persamaan (37) untuk kondisi
k=c, =c_:

y(x)= exp(kx).[ ((4x +C, Jexp(kx))exp(— kx)dx + C_ exp(kx)
= exp(fex)[ (Ax + C, )x + C_ explr) (46)
= {%xz +C x+ C_}exp(kx)
Dua suku terakhir baris ke tiga persamaan (46) juga tidak lain adalah solusi PDB
homogen terkait.
Contoh 8.7. Tentukan solusi PDB berikut: (D2 -2D+ l)y = 3exp(x). Faktorisasi
PDB tersebut diperoleh: (D - 1)(D — 1) y= 3exp(x), dengan demikian dapat

diidentifikasi ¢, =c_ =k =1 dan 4 =3. Berdasarkan persamaan (46) diperoleh

solusinya adalah:
y(x)= {%xz +C x+ C_}exp(x)

f(x)= dexplkx) dengan k #c, =c_

Pada kondisi ini, persamaan (38) akan tereduksi menjadi:

u(x)= exp(c+x)j Aexpl(kx)exp(—c, x)dx + C, exp(c, x)
(47)

= 4 exp(kx)+ C, exp(c, x)

sehingga diperoleh untuk solusi y berdasarkan persamaan (37) untuk kondisi
k#c, =c_:

0)=exnle o

_C+

exp(kx)+C, exp(c+x)j exp(—c, x)dx + C_ exp(c, x)
(48)
— A exple) + (€, x4 € Jexple, x)

(k—c+)

Suku terakhir baris ke dua persamaan (48) adalah solusi PDB homogen terkait. Dari
solusi yang telah kita peroleh untuk fungsi sumber berbentuk eksponesial atau

sinusoidal terlihat didalamnya selalu mengandung solusi bagi PDB homogen dengan
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(5.

f (x)z 0. Ambil contoh solusi yang diberikan pada persamaan (48), yang dapat
dituliskan sebagai berikut:
Y=yn+y, (49)
dengan
i =(Cox+C_)exp(kx) (50)

yang tidak lain merupakan solusi PDB homogen terkait, sedangkan

v, = expl(kx) (51)

(k —C, )2
merupakan solusi khusus (particular solution) PDB tak-homogen tersebut yang
bentuknya tergantung dari fungsi sumber f (x) Solusi dengan bentuk yang

diberikan pada persamaan (49) dinamakan sebagai solusi umum dari PDB yang

terkait.
f(x)= 4sin(kx) atau f(x)= 4cos(kx)
Untuk menyelesaikan persoalan dengan fungsi sinus atau kosinus, kita dapat
memanfaatkan hasil-hasil untuk kasus fungsi eksponen di atas. Berdasarkan
hubungan Euler, fungsi-fungsi sinus dan kosinus tersebut dapat dinyatakan sebagai
f(x)= Acos(kx) = Re[dexp(ikx)] dan f(x)= Asin(kx)=Im[4exp(ikx)]. Dipihak
lain, PDB orde dua yang kita tinjau merupakan sistem persamaan linier yang
mengikuti prinsip superposisi, sehingga solusi y = yg, +iyy,, memenuhi:
(D—c, \D-c_)yge = Acos(kx) = Re[ 4 exp(ikx)] (49a)
(D—c, \D—-c_ )y, = Asin(kx) = Im[4 exp(ikx)] (49b)
Dengan demikian jelas, bahwa untuk memecahkan PDB dengan fungsi f (x)
berbentuk fungsi sinus atau kosinus, maka yang kita perlukan adalah memecahkan
persoalan dengan f (x) = Aexp(ilcx) dengan solusi yang telah diberikan pada
persamaan (40), (43) atau (46) sesuai dengan kondisi hubungan antara &, ¢, dan c_
yang diberikan dan dengan catatan bahwa k — ik. Solusi khusus terkait dapat

diperoleh dengan mengambil Re(y p) untuk kasus f (x)= Acos(kx) dan Im(yp)

untuk f(x)= Asin(kx) sebagai solusi khusus terkait.
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Contoh 8.8. Tentukan solusi PDB berikut: (D2 —2D+1)y = 4sin(x). Pertama,

kita cari dulu solusi dari persamaan (D2 -2D+ l)y = 4exp(ix). Faktorisasi
persamaan tersebut adalah (D—1)D—1)y = 4exp(ix), sehingga ¢, =c_=1, k=i
dan A4 =4. Berdasarkan solusi yang diberikan pada persamaan (48) yang

bersesuaian dengan kondisi k # ¢, = c_ diperoleh:

3(x) = —— exp(ix)+ (Coox + C_ )exp(x)
(i-1)

—ﬂex ix)+ X+ explx
e p(ix)+ (Cyx+ C_ )exp(x)
=2i exp(ix)+ (C+x +C_ )exp(x)

yp Y

Dari sini dapat diperoleh solusi untuk PDB yang dimaksud adalah y = Im(y » )+ Y

berikut:

y(x) =2 cos(x) + (C+x +C_ )exp(x)
Pembaca dapat dengan mudah meyakini diri bahwa solusi tersebut memenuhi PDB
yang dimaksud.

Misalkan fungsi sumber yang terdapat pada sebuah PDB orde dua merupakan

superposisi dari N —buah fungsi atau:

)= f,(x) (52)

maka berdasarkan prinsip superposisi, solusi dari PDB tersebut diberikan oleh:

y=yh+zyn,p (53)
N

dengan y, , adalah solusi khusus terkait dengan f,, (x).

Contoh 8.9. Tentukan solusi PDB berikut: (D2 —2D+1)y = 3exp(x)+ 4sin(x).

Berdasarkan hasil yang diperoleh pada contoh 8.7 dan 8.8 dengan jelas terlihat bahwa

solusi PDB tersebut diberikan oleh:

(x)= %xz explie) + 2cos(x)+ (C,x + C_ )exp(x)

145



5. PDB Linier Terkopel

Pada sistem yang didalamnya melibatkan beberapa buah sub-sistem yang saling
berinteraksi, seperti misalnya dua massa yang terikat dengan pegas, secara umum
dinamikanya diberikan oleh satu set persamaan diferensial yang satu sama lain saling
terkait atau terkopel.

Berikut adalah contoh sederhana PDB linier orde satu yang terkopel:

dx
= x4+ 54a
dt Yy (54a)
dy

e 54b
dt Y (54b)

Terlihat pada PDB terkopel (54), bahwa fungsi x(¢) dan y(z) muncul secara simultan di
kedua persamaan tersebut.
Kita tinjau sistem persamaan (54) dengan memanfaatkan operator D pada

persamaan (19), kemudian kita nyatakan persamaan (54) dalam bentuk matriks berikut:

D-1 -1 \«x 0
= (55)
-1 D+1)\y 0
Berdasarkan aturan Cramer yang telah kita bahas pada bab 3, kita dapatkan bahwa kedua

persamaan tersebut dapat di buat menjadi tidak terkopel sebagai berikut (buktikan!):

D-1 -1 0 -1
X = (56)
-1 D+l 0 D+1
dimana
D-1 -1 ) 0 -1
X = (D - l)x —x dan =0 (57)
-1 D+1 0 D+1
sehingga diperoleh PDB orde dua untuk fungsi x saja yang diberikan oleh:
2
d—zx 2x=0 (58)
dt
Sedangkan untuk fungsi y :
D-1 -1 | D-10 (59)
1 p+1 |1 0

dimana
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D-1 -1 (DZ 1) d D-1 0 0 (60)
-1 D+1|” yoy 1 0
Sehingga diperoleh PDB orde dua untuk fungsi y saja:
2
Y ay-0 (61)
dt

Akar-akar karakteristik persamaan (58) dan (61) adalah c, = +42 dan berdasarkan
solusi yang diberikan oleh persamaan (29) untuk kasus PDB orde dua yang homogen
diperoleh:

x=A exp(t\/E)+ Bexp(— tﬁ) (62a)

y=C exp(t\/a )+ D exp(— 2 ) (62b)
Terlihat pada solusi (62) terdapat empat buah parameter yang merupakan
konstanta integrasi yaitu A4, B, C dan D. Sementara itu, karena PDB yang kita tinjau
berorde satu, maka seharusnya hanya terdapat dua konstanta integrasi saja yang
merupakan parameter bebas, sedangkan dua lainnya tidak bebas. Untuk menentukan
hubungan kedua parameter tidak bebas tersebut dengan dua konstanta lainnya, dapat kita
lakukan dengan memasukkan kembali solusi (62) ke dalam PDB terkopel (54) sehingga

diperoleh persamaan berikut:

A2 exp(t\/i)— B2 exp(— t\/z) = (A + C)exp(t\/z)+ (B + D)exp(— t\/z) (63a)
cV2 exp(t\/a)— D2 exp(— t\/a)= (4- C)exp(t\/i)+ (B- D)exp(— t\/i)(63b)

Dengan menyamakan parameter pada suku exp(t\/z ) diperoleh persamaan berikut:

AN2=4+C (64a)
cJ2=4-C (64b)
Dari sini kita peroleh:
c=N2-1) (65)
Sedangkan untuk parameter pada suku exp(— 2 ) diperoleh persamaan berikut:
—~BJ2=B+D (66a)
~D\J2=B-D (66b)
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sehingga
D=-(2+1)8 (67)
Dengan demikian kita peroleh sebagai hasil akhir solusi bagi PDB terkopel (54):
X = Aexp(t\/z)Jr Bexp(— t\/i) (68a)
v =2 =1)dexp(v2)- (V2 +1)Bexp(- 2) (68b)

Perlu ditekankan sekali lagi bahwa sistem PDB terkopel, baik yang linier maupun
yang tidak linier, muncul dalam problem fisis yang terkait dengan interaksi dalam suatu

sistem.

6. Contoh Penerapan dalam Fisika

Sebagai contoh kasus, kita akan membahas persamaan dinamika satu dimensi
yang dijumpai dalam sistem partikel bermassa yang terhubung dengan pegas dan
bergerak di dalam cairan viskos serta dipaksa oleh gaya dari luar yang bersifat sinusiodal.

Berdasarkan Hukum Newton ke dua dinamika sistem tersebut ditentukan oleh:

d2
m ?Zy = z Fluar (69)

dimana y adalah simpangan pegas dari titik setimbang, m massa partikel yang
terhubung dengan pegas dan

ZF,MW =—ky-bv+F, cos(a)ot) (70)
dengan k adalah konstanta pegas, v=dy/dt adalah kelajuan partikel, » konstanta
viskositas dan F|, amplitudo gaya pemaksa berfrekuensi @,. Sehingga PDB linier orde

dua yang terkait dengan sistem tersebut diberikan oleh:

d’y bdy
——+———+4+ @ y=F, coslowt 71
e v = Fy cos(wyt) (71)

dimana @ = ./k/m merupakan frekuensi pegas jika tidak ada gaya hambat dari cairan

dan gaya pemaksa.
Akar-akar karakteristik persamaan (71) dengan memanfaatkan hubungan (22)

adalah:

2
ciz—lL+ (ﬁﬂ — w? (72)
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Untuk mencari solusi PDB (71) kita lakukan langkah seperti yang diterapkan pada contoh
8.8, yakni dengan memecahkan terlebih dahulu PDB:

d*y bdy .
—+———+w"y=F,explioyt 73
s v = Fy expliogt) (73)

Berdasarkan solusi (40) untuk kasus i@, # c, # c_, diperoleh:

((mo +b/2m)=(b/2m)? - ? )((i% +b/2m)++(b/2m)? —a)z) )

C, exp(c,t)+C_explc_t)

dengan c, diberikan oleh persamaan (72). Solusi yang diberikan pada persamaan (74)
bagi PDB (73) di atas dapat disederhanakan menjadi (buktikan):

Fyexplioyt

()= o expliey?)

+C, explc, 1)+ C_explc_t) (75)
(a)2 — o} +ia)0b/m)

Kembali ke PDB (71), dengan cara yang serupa pada contoh 8.8, kita dapatkan

solusinya adalah:

Fy exp(ia)ot)

y(t)=Re ( 5 +C, explc,t)+ C_explc_t) (76)

w* — o} +ia)0b/m)

atau (buktikan!)

W)= F [(a)2 ~ o) ) cos(w, t)+ wybsin(w, t)/m] +C, exple,t)+ C_explet) (77)

(a)2 —of )2 +(wgb/m)?

Dari ungkapan akar-akar karakteristik (72) terlihat bahwa ¢, dapat berharga riil

ataupun kompleks bergantung pada nilai (b/ 2m)2 —o”. Jika (b/ 2m)2 —»? >0, maka

terlihat bahwa c, = —| ci| <0 dan kondisi ini mengakibatkan solusi homogen pada
persamaan (77) dapat dituliskan menjadi:

yh(x):C+ exp(—|c+|t)+ C_ exp(—|c_|t) (78)
Dari sisi jelas terlihat bahwa untuk ¢ — o, y, — 0 dan sistem dikatakan berada dalam

keadaan sangat teredam (overdamped).
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Sebagai konsekuensi dari kondisi ini:

vk (Z )w(;”)wa;/bm)(w Wl oo

Dari sini jelas bahwa solusi khusus yang diberikan oleh persamaan (79) tidak
lain merupakan solusi keadaan mantap dari sistem pegas dengan gaya pemaksa, artinya
untuk waktu yang cukup lama, solusi yang tetap bertahan adalah solusi tersebut

sedangkan solusi homogen dengan F; =0 lenyap dan tidak lagi memberikan sumbangan
bagi pola gerak vibrasi partikel tersebut.
Jika (b/ 2m)2 —®? =0, dimana sistem berada dalam kondisi teredam kritis

(critically damped), maka ¢, =c=-b/2m dan solusi homogen pada persamaan (77)
adalah:

va(x)=(C, 1+ C_Jexp(-|e]1) (80)
Sedangkan jika sistem berada pada kondisi kurang teredam (underdamped) dimana

(b/ Zm)2 —w? <0, maka sistem memiliki akar-akar karakteristik yang kompleks

¢y = cpe icy, dengan cg, =—b/2m dan ¢y, =+ @* —(b/2m)* . Solusi untuk keadaan
ini diberikan oleh:

Vi (x) = exp(— |cRe | t)[A sin(clmt) +B cos(cImt)] (81)
Sama halnya untuk kondisi sangat teredam, maka untuk dua kasus terakhir solusi

homogennya juga tidak lagi memiliki peranan pada ¢t — .
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BAB 9

KALKULUS VARIASI

1. Pendahuluan

Dalam Fisika, peranan kalkulus sebagai salah satu alat untuk menggambarkan
dinamika dari suatu sistem memiliki peranan yang sangat penting. Penerapannya dalam
menggambarkan hukum gerak Newton misalnya, melibatkan posisi F yang secara
eksplisit dinyatakan sebagai fungsi dari waktu t dan memenuhi persamaan diferensial
yang sudah kita kenal. Jelas, pada dasarnya persamaan gerak Newton digunakan untuk
menentukan pola lintasan dari suatu benda akibat kendala yang ditimbulkan oleh gaya
yang bekerja padanya.

Hukum Newton pada dasarnya merupakan hukum empirik yang diperoleh
berdasarkan pengalaman sehari-hari. Secara matematika, persamaan gerak Newton bagi
sistem konservatif dapat diturunkan dari suatu prinsip yang lebih umum yang dikenal
sebagai prinsip Hamilton, atau dikenal juga sebagai prinsip variasi, melalui pendefinisian
“aksi” yang merupakan sebuah “fungsional” berbentuk integral:

S ={L(rrt)dt (1)
dengan L merupakan suatu fungsi dari kecepatan ¢ =dr/dt=v dan posisi r, yang
notabene adalah fungsi dari waktu. Dalam prinsip ini, persamaan dinamika Newton
terkait dapat diturunkan dengan mencari ekstremal dari fungsional aksi, yakni dengan
melakukan "variasi” terhadapnya sedemikian rupa sehingga:

0S=0 (2)
dimana o6 menyatakan simbol variasi. Prinsip ini ternyata memiliki peran yang lebih
fundamental, dapat ditunjukkan bahwa seluruh problem fisis tunduk pada prinsip
tersebut, sehingga kadang dinamakan sebagai god given rule.

Jika kalkulus yang selama digunakan dalam persamaan gerak Newton mengacu
pada dinamika fungsi, maka dalam perumusan Hamilton, dinamika yang ditinjau adalah
dinamika fungsional dan kalkulus yang terkait dinamakan sebagai kalkulus variasi. Perlu
dicatat bahwa penerapan kalkulus variasi dalam Fisika tidak hanya terbatas pada

menurunkan persamaan gerak Newton.
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2. Prinsip Variasi dan Persamaan Euler

2.1. Prinsip Variasi
Dalam formulasi kalkulus biasa, problem mencari ekstremal (titik-titik ekstrim)

dari suatu fungsi f(x, y), secara sederhana dilakukan dengan memecahkan kondisi
df :gdx+idy =0 yang mengimplikasikan i:0 dan i:O, dimana titik (x, y)
OX oy OX oy

yang memenuhi kondisi tersebut merupakan titik-titik kritis yang dapat berupa titik
maksimum, minimum atau titik sadel. Seperti yang pernah dibahas pada Bab 4 buku ini,
untuk memeriksa jenis manakah titik tersebut maka perlu dilakukan uji selanjutnya yang
melibatkan turunan parsial orde berikutnya serta nilai Hessian fungsi tersebut. Titik-titik
kritis tersebut secara khusus juga disebut sebagai titik stasioner. Jelas, pertanyaan
mengenai apakah suatu dinamika dari suatu sistem memiliki maksimum-minimum
merupakan hal yang cukup penting dijawab dan kadang-kadang memiliki derajat
kesulitan yang tinggi.

Gambar 1

Berbeda dengan kalkulus biasa, sebagaimana telah disinggung pada bagian
pendahuluan, dalam kalkulus variasi kita berhubungan dengan keadaan stationer dari

suatu fungsional. Misalkan:

X2

| = [F[x y(x) y(x)] ax ©)

X
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merupakan fungsional yang dimaksud dengan y =dy/dx. Permasalahan yang akan
ditinjau adalah sebagai berikut: misalkan fungsi y berharga tetap di titik-titik ujung x;
dan x,, sedangkan di antara keduanya, fungsi tersebut dapat memiliki bermacam lintasan

yang mungkin dan kita ingin mencari lintasan mana yang sebagaimana diilustrasikan
dalam Gambar 1 yang mengakibatkan fungsional I memiliki harga yang paling kecil
(stasioner). Misalkan kembali, kurva dengan garis padat pada Gambar 1 merupakan

lintasan y yang dimaksud, sedangkan lintasan yang lainnya, secara prinsip, dapat
dinyatakan melalui transformasi y ke dalam bentuk berikut:

y(x) = y(x)+en(x) (4a)

y(x) = y(x)+ &7 (x) (4b)
dengan fungsi » menggambarkan penyimpangan lintasan dari x dan memiliki kondisi
1n(x)=7(x,)=0, sedangkan & merupakan sebuah parameter variasi. Dengan demikian,
berdasarkan bentuk tersebut, fungsional yang kita tinjau sekarang adalah:

X2

= [Fx y(x) y(x): ] dx (5)
X

dengan kondisi yang harus dipenuhi ketika & =0

(2]

Dalam ungkapan persamaan (6) telah digunakan simbol & yang menyatakan variasi | .

de =0 (6)
=0

Penggunaan simbol ini memiliki kemiripan dengan simbol diferensial "d", tetapi

memiliki makna yang berbeda, dimana & mengacu pada variasi lintasan yang dicirikan
oleh parameter & sehingga secara umum variasi fungsi sebarang W diberikan oleh

ow =W 4. ).
oe

2.2. Persamaan Euler
Selanjutnya, dengan melakukan manipulasi kalkulus biasa, variasi persamaan (5)

diberikan oleh:

S =[f[ﬁﬂ+fﬂjdx]dg (8)
% oy 0g 0Oy Oe¢
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Dengan catatan ox/0¢ = 0. Karena:
=1 (9)

maka diperoleh:
X2
oF oF
ol = —77+—.77j dx |de (10)
[I [ay oy

Kemudian tinjau integral kedua dalam kurung siku bagian kanan persamaan (10), dengan

memanfaatkan integral perbagian diperoleh:

2oF | oF
.[—.77 dx =n—
oy oy

X

X2 X
- i(ij ndx 11)
" dx\ oy

X

Meningat di titik-titik ujung 77(x; ) = 7(x, ) = 0, maka integral (10) tereduksi menjadi:

X2 X
S dx=-| i(aijndx (12)
o L ax Loy
Sehingga dengan demikian diperoleh untuk persamaan (10) bentuk berikut:
X2
s1={] oF_d F 1l axtde (13)
Loy ooy

Karena secara umum 7 = 0 dan sebarang, maka kondisi yang harus dipenuhi agar variasi

X

| berharga nol adalah:

Persamaan (14) dinamakan persamaan Euler yang menyatakan bahwa keadaan stasioner
fungsional | hanya dapat dicapai jika fungsi F memenuhi persamaan tersebut.

Penurunan persamaan (14) dengan menggunakan simbol variasi 6 adalah sebagai
berikut:

X3
5= jéFdx

X

. (15)
A5 5o

154



Serupa dengan persamaan integral (11), bagian kedua dari ruas kanan persamaan (15)
dapat dinyatakan sebagai berikut:

= | ——(dy)dx
5 o)
X
oF|? "2d (oF (16)
= — — || —=—|oydx
5, Jala )
1 X1
=0
X2
=-| i[a—j&yd
dx\ oy
X
dimana telah digunakan syarat variasi oy =0 di x=x; dan X,. Dengan demikian
diperoleh kembali bentuk:
X3
s1=| *_4a Fllgydx=0 (17)
oy dx\ oy

X
dan jelas bahwa suku di dalam kurung siku integral di atas adalah persamaan Euler (14).
Perlu menjadi catatan penting bahwa semua problem dalam kalkulus variasi, pada
prinsipnya dapat dipecahkan dengan mencari fungsional |, kemudian mencari keadaan
stationernya dengan mensubstitusikan fungsi F terkait pada persamaan Euler untuk
selanjutnya dicari lintasan yang dimaksud.

Contoh 2.1. Misalkan sebuah partikel bergerak pada suatu bidang datar (x, y).
Untuk menentukan jarak terdekat yang dapat ditempuh antara dua titik s; = (x;,y;) dan

S, = (xz, y2) pada bidang tersebut definisikan terlebih dahulu panjang infinitesimal ds

dari suatu kurva sebarang tersebut: ds = /dx? +dy? . Selanjutnya bentuk fungsional bagi

Sy X2
persoalan terkait yakni | = Ids, yang dapat direduksi menjadi bentuk | = I 1+ yzdx.
S X

Jelas dari sini kita memiliki fungsi F(x, Y, y): 1+ y2 . Masukkan ke dalam persamaan

Euler terkait:
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f—i(f]zo ()
oy ol oy

oF_ Y

Vv1+ y2

diperoleh i[LJ =0 yang mengimplikasikan bahwa:

X\ \1+y2

Jelas bahwa pada persamaan (i) %: =0 dan , sehingga dengan demikian

Y _¢ (ii)

1+ y2

dengan c adalah sebuah konstan. Kemudian ubah persamaan (ii) menjadi y = c4/1+ y2 :

kuadratkan kedua ruas sehingga diperoleh y = ﬁ =a dengan a juga merupakan

konstanta. Sehingga dengan demikian, solusi bagi y adalah y =ax+Db, yang tidak lain

merupakan sebuah garis lurus. Hal ini sesuai dengan kenyataan bahwa jarak antara dua

titik pada bidang datar merupakan garis lurus.

y
>
_________________ (XZ’ y2)
4« 0A
\-"""_/(Xl’ yl)
® X
z
Gambar 2

Contoh 2.2. Misalkan kita ingin membentuk suatu permukaan dengan luas

minimum melalui cara memutarkan sebuah kurva yang melewati titik-titik (x;,y;) dan

(xz,yz) terhadap sumbu y sebagaimana diilustrasikan pada Gambar 2. Untuk
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menentukannya, kita tinjau elemen luas dA yang besarnya ditentukan oleh hubungan

X2
dA=2zxds dengan ds=+/1+ y2 dx sehingga total areanya adalah: 27[J-X 1+ y2 dx,
X
sehingga fungsi F terkait diberikan oleh F(x, Y, y): X 1+y2 . Jelas terlihat bahwa

F _ F__ Y

q1+y2'

diperoleh i{LJ =0 atau

X /1+y2

0 dan

Subsitutsikan hasil tersebut ke persamaan Euler (14)

Y ¢ (i)
q1+y2

dimana c adalah sebuah konstanta. Bentuk persamaan (i) dapat diubah menjadi

3’/2(x2 - cz): c?, sehingga diperoleh:

dy c .
Jd___ = i
e v (i)
Integrasikan persamaan (ii) diperoleh y= CIL +b= carccosh[ﬁ) +b atau
Vx% -a? a

X = acosh(y—_bj yang dikenal sebagai persamaan bagi kurva catenary (rantai).
C

(Xl’ yl) X

Gambar 3
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Contoh 2.3. Persoalan Brachistochrone. Tinjau sebuah kelereng yang meluncur

tanap rotasi akibat pengaruh gaya gravitasi melalui sebuah lintasan di bidang (x, y)
sebagaimana diilustrasikan pada Gambar 3. Kita akan mencari kurva y(x) yang
merupakan lintasan yang ditempuh dengan waktu yang paling minimum. Misalkan
kelajuan sesaat kelereng tersebut diberikan oleh v sehingga jarak infinitesimal yang
ditempuhnya diberikan oleh ds=vdt atau dt =ds/v, dimana ds=-/dx? +dy? . Jika
kelereng tersebut memiliki kondisi awal v=0 pada y =0, maka berdasarkan prinsip
kekekalan energi mekanik diketahui bahwa:

2

E:%mv -mgy =0 Q)

sehingga v =./2gy . Selanjutnya karena yang ingin kita cari adalah lintasan dengan
waktu minimum, maka bentuk fungsional terkait yang akan kita cari minimumnya adalah

| = j dt =Ids/v. Dengan mengambil y sebagai variabel bebas, maka fungsional yang

1 %2 14x2 N
| = d i
my{\/ y )

Jelas bahwa F = w/il+ X2 ’/y . Substitusikan fungsi F ke dalam persamaan Euler (14),

terkaitnya diberikan oleh:

.2
dimana * =0 dan o* = X—, sehingga kembali didapatkan:

OX OoX \/Vw’1+>'<2
X
Jyvi+x?

dengan ¢ sebuah konstanta. Dengan mengatur kembali persamaan (iii) didapatkan

= (i)

2
dx = dy ¢ g =
1-c%y / y 2
Y
C
Integrasikan kedua ruas diperoleh (berdasarkan tabel integral):

X=- l—y2 +Larccos<l—2c2y)+b (V)
c? 2c?
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Untuk mengetahui bentuk solusi (v) secara parametrik dengan sudut & sebagai

parameternya, dapat dilakukan dengan memperkenalkan hubungan 1—2c2y:cost9,

sehingga mengakibatkan (buktikan!) lz— y2 = Zizsin 6 . Berdasarkan bentuk tersebut
C C

maka x dan y secara parametrik dapat dinyatakan sebagai berikut:

1 1 .
X= d-sin@ =——(1-coséd Vi
2C( ).y 2CZ( ) (vi)

Hasil plot dari persamaan parametrik (vi) diberikan pada Gambar 4 dengan selang 6 =0

sampai 27 . Bentuk kurva pada Gambar 4 tersebut dikenal sebagai kurva cycloid.

Gambar 4

Menarik untuk ditekankan disini bahwa cara lain yang dapat ditempuh untuk

menyelesaikan persoalan Brachistochrone ini adalah dengan mendefinisikan x sebagai

Xo .2
varibel bebasnya, sehingga fungsionalnya menjadi I=\/;_J' 1+y dy. Tetapi
g

pemilihan ini akan mengakibatkan permasalahan menjadi relatif sangat kompleks,

.2
mengingat a_F=_11+—y d (aF] 1y (1+y ) maka diperoleh

- dx{ oy (1+y )\/7w/1+y

2 yy1+ y2
persamaan dinamika bagi variabel lintasan y sebagai berikut:

2y - Jyli+y?)=0 (vii)
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yang jelas sangat kompleks . Dari sini dapat disimpulkan bahwa pemilihan variabel bebas
merupakan suatu tahapan yang sangat penting dalam upaya menyederhanakan persoalan.
Perlu menjadi catatan penting disini, bahwa dari dua contoh 2.1 dan 2.2, terlihat

adanya kondisi:

dfoF) (18)
dx | oy

yang mengindikasikan bahwa
i = konstan (19)
oy

secara khusus kuantitas 0F/dy dinamakan sebagai integral pertama (first integral) dari

persamaan Euler terkait dan dalam Fisika dinamakan sebagai konstanta gerak. Sedangkan

variabel lintasan y secara khusus dinamakan sebagai variabel siklik (cyclic variable).

3. Persamaan Euler dengan Beberapa Variabel Lintasan

Dalam penurunan persamaan Euler (14), bentuk fungsional yang kita tinjau
memiliki variabel lintasan y dan turunannya y, yang masing-masing merupakan fungsi
dari variabel bebas x. Dalam hal ini, kita tidak perlu membatas jumlah variabel lintasan
hanya satu buah saja. Tinjau misalnya kasus dimana terdapat dua buah variabel lintasan
yang membentuk sebuah bidang, sebut saja y(x) dan z(x), dengan turunan masing-
masing diberikan oleh y(x) dan z(x). Kemudian definiskan sebuah fungsional terkait

sebagai berikut:

| = fF[x, y,V,2,2] dx (18)

X

Misalkan untuk transformasi bagi lintasan y diberikan oleh:

y(x) = y(x)+ &ymy (x) (192)

y(x) > ¥(x)+ &gy (x) (19b)
Di lain pihak, untuk lintasan z :

2(x) = z(x)+ &,17,(x) (20a)

2(x) > 2(x)+ &,7,(x) (20b)
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dengan Eylz) merupakan parameter variasi untuk lintasan y{z} sedangkan Mylz) adalah

fungsi terkaitnya. Selanjutnya kita lakukan kembali variasi terhadap fungsional tersebut

sehingga memenuhi kondisi:

de, (1)

atau dengan kata lain:

X2
oF oF oF oF
ol = —ny +—n, [de,dx+| —n, +—n, |de,dx 23
)_([|:(ay77y ayﬂyJ Ey (82772 Py 772] &z } (23)

dimana dy/de, =ny, 0y/0ey =1, dan 0z/de, =n,, 0t/0s, =1j,. Kembali dengan

menggunakan integral perbagian diperoleh:

TFE’:V*' @5“_T9{25) i
0@ 2 560 daxLaay /7@

=0 (24)

dengan Q =y atau z . Dengan demikian diperoleh:

(g fF FLO(F _
5I_IHE dx(ﬁyﬂnydgydx{az +dx(azﬂnzdgzdx}_o (25)

Xy

dan jelas bahwa:

ﬁi@h (264)
oy dx\ oy
oF _i[@_FJ ~0 (26b)
oz dx\ oz

Misalkan kembali kita memiliki sistem yang memiliki sejumlah N buah lintasan
Yi (x) dimana i =1 2,...., N dengan fungsional terkait diberikan oleh:

= fF[x,yi,yi]dx 27)

X
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maka melalui cara yang persis sama dengan kasus untuk dua lintasan, persamaan Euler

terkait untuk masing indeks i diberikan oleh:
6_F_1[8_Fj_0
oyr  dx\ oy,
E_i(a_FJ_o
oy, dx\ oy, (28)

oF _i(&FJ_O
dyy dx{ oy

Misalkan dari sejumlah N persamaan tersebut terdapat M < N buah persamaan dimana

di@y_FJ = 0, maka sistem tersebut memiliki M buah integral pertama.
X

i
4. Contoh Penerapan dalam Fisika

Telah ketahui secara baik bahwa hukum kedua Newton merupakan suatu rumusan
empirik yang diperoleh berdasarkan pengalaman sehari-hari. Pertanyaan yang kemudian
timbul adalah apakah ada prinsip yang lebih fundamental, yang mampu menjelaskan asal
dari hukum tersebut. Hingga saat ini, secara fisis memang belum diketahui prinsip apakah
yang mendasarinya. Tetapi dipihak lain, secara matematis, cara mengenai bagaimana
bentuk persamaan diferensial hukum kedua tersebut diperoleh telah diketahui dengan
memanfaatkan kaidah kalkulus variasi dan dikenal sebagai prinsip Hamilton,
sebagaimana telah disinggung sepintas pada bagian pendahuluan.

Misalkan untuk sebuah partikel yang berada pada pengaruh gaya memiliki energi
Kinetik T ET(q,q,t), sedangkan gaya yang berpengaruh tersebut dapat diwakili oleh
fungsi U =U(q,q,t), maka dapat dibentuk sebuah fungsi yang dinamakan fungsi
Lagrange atau Lagrangian L yang didefinisikan sebagai

L(a.4,t)=T(a.4,t)-U(a.q,t) (29)
dimana q=q(t) dan q=q(t) merupakan koordinat umum. Selanjutnya dapat pula

dibangun sebuah fungsional yang terkait dengan fungsi Lagrange:

S= j L dt (30)
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yang dinamakan sebagai fungsional Aksi. Berdasarkan fungsional Aksi tersebut, prinsip
Hamilton mengatakan bahwa lintasan yang ditempuh oleh partikel tersebut dari
kedudukannya pada t; sampai dengan t, memiliki fungsional Aksi yang stasioner atau

dengan kata lain

ty
5S=[sLdt=0 (31)

L’}
yang mengimplikasikan bahwa Lagrangian memenuhi persamaan:
a_d % =0 (32)
oq dt\aq
yang selanjutnya disebut sebagai persamaan Euler-Lagrange. Dengan mensubstitusikan
persamaan (29) diperoleh:

or_dfery_au_d(au 33)
oq dt{aqg oq dt{ aq

Untuk melihat hubungan antara persamaan (33) dengan hukum kedua Newton,
kita tinjau kasus khusus dimana T =T(g) = %qu sedangkan U =V =V/(q). Jelas bahwa

untuk kasus tersebut persamaan (33) tereduksi menjadi:
oV

A 34
g o (34)
dengan menuliskan:
oV
F(Q)=——— 35
@=-% (35)

persamaan (34) segera terlihat sebagai persamaan diferensial untuk hukum kedua

Newton:
mgj = F(a) (36)
Dalam kasus khusus ini, fungsi F(q) mewakili gaya konservatif, sedangkan V(q)

dinamakan sebagai fungsi potensial.
Kembali pada persamaan umum (33), untuk sistem yang melibatkan gaya yang

bersifat konservatif, hukum kedua Newton dapat dituliskan sebagai:
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or d(oT .
a—a(a—qj:Q(q,q’t) (37)

dengan Q = q —E(Q] merupakan gaya umum non-konservatif yang terkait.

oq dt\ aq
Misalkan jumlah koordinat umum yang terdefinisi dalam Lagrangian terkait lebih

dari satu sehingga L = L(ql,qz,..., an>s G1,92,---, AN ,t), maka serupa dengan persamaan

(28) berlaku untuk masing-masing koordinat umum q;, ¢;:

A _dfdig (38)

Sebagai contoh pertama, tinjau sistem sederhana yang terdiri atas sebuah partikel

bermassa m dengan energi Kinetik T =%m>’<2, yang berada pada pengaruh gaya pegas

dengan fungsi potensial diberikan oleh V :%kxz. Jelas bahwa Lagrangian terkait
diberikan oleh:
L=1mx? L (39)
2 2

Substitusikan persamaan (39) ke dalam persamaan Euler-Lagrange (32) dengan koordinat
umum g = x dan g = X, sehingga diperoleh —kx—mX =0 atau
mX = —kx (40)

yang tidak lain merupakan persamaan gerak Newton bagi sistem partikel dengan pegas.

Gambar 5

Untuk contoh kedua, tinjau partikel bermassa m yang bergerak dalam lintasan
melingkar, sebagaimana diilustrasikan oleh Gambar 5, dan berada pada pengaruh

potensial V(r,e). Energi kinetik yang terkait dengan partikel tersebut diberikan oleh
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T =%mr292 dengan r adalah jari-jari lintasan dan @ adalah sudut dalam radian.
Lagrangian sistem tersebut adalah:
L =%mr26"2 -V(r,0) (41)

yang memiliki dua koordinat umum q; =r dan q, =& . Dari persamaan Euler-Lagrange

diperoleh:
%_i(a_%]:mrgz _V g (423)
or dt\or or
%_E(Q]Z_ﬁ_mﬂg:o (42b)
06 dt\ o6 06
Sehingga diperoleh:
mrg? = ¥ (43a)
or
mr2j = -V (43b)
060

Dengan mendefinisikan —oV/or =F, dan —dV/00 =F,. Jelas terlihat disini bahwa
percepatan dalam arah r diberikan oleh:

a, =-rg? (44)
yang tidak lain merupakan percepatan sentripetal. Sedangkan untuk percepatan dalam

arah @ diberikan oleh

a, =120 (45)
Sebagai catatan akhir, perlu ditekankan bahwa prinsip Hamilton memiliki
peranana yang cukup penting dalam Mekanika, Gelombang maupun dalam Teori Medan

dan dibanayk cabang Fisika lainnya.
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BAB 10

TRANSFORMASI KOORDINAT

1. Pendahuluan

Dalam memecahkan persoalan-persoalan Fisika atau untuk menerangkan makna
fisis dari suatu fenomena, pemilihan sistem koordinat merupakan salah satu tahapan yang
paling menentukan. Hal ini disebabkan karena ketepatan dalam memilih suatu sistem
koordinat dapat memberikan kemudahan bagi kita, yakni dengan membuat permasalahan
menjadi terlihat lebih sederhana. Sebagai contoh sederhana adalah mengenai pembahasan
gerak melingkar. Jika kita memilih menggunakan sistem koordinat siku atau Kkartesis,
maka probelm yang kelihatannya sederhana tersebut berubah menjadi relatif rumit dan
sebaliknya, persoalan tersebut akan menjadi jauh lebih sederhana jika kita bekerja dengan
menggunakan sistem koordinat kutub atau polar. Tetapi hal ini berbeda jika kita meninjau
kasus partikel yang jatuh bebas dalam bidang dua dimensi misalnya. Penggunaan
koordinat polar justru akan memperumit masalah dan akan jauh lebih mudah jika
diselesaikan dengan menggunakan sistem koordinat kartesis.

Di lain pihak, untuk memodelkan suatu persoalan secara umum, misalnya dengan
memformulasikan persamaan diferensial yang terkait, kadang kita masih memanfaatkan
sistem koordinat yang lazim digunakan, seperti sistem koordinat kartesis. Tetapi,
sebagaimana dicontohkan di atas, ketika kita dihadapkan dengan suatu persoalan dengan
simetri tertentu maka kita dituntut untuk mengubah sistem kartesis ke sistem lainnya.
Operasi untuk mengubah sistem koordinat tersebut dinamakan sebagai “transformasi

koordinat”.

2. Transformasi Linier
Misalkan kita memiliki sebuah vektor dalam sistem koordinat dua dimensi
komponen sebut saja (x,y). Sebuah transformasi dikatakan linier jika kita melakukan
perubahan komponen
(x,y)= (xy') (1)
dengan (x’,y') adalah komponen dalam sistem koordinat baru yang dapat diperoleh

sedemikian rupa melalui superposisi linier dari koordinat yang lama sebagai berikut:
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X'=aj X+apy
y'=aynX+ayy

atau dalam bentuk matriks dituliskan sebagai:

BEG
(e

M = (all alzJ (5)

ay; axp»

()

dengan inversnya diberikan oleh:

dimana

Misalkan vektor yang terkait dengan komponen-komponen tersebut adalah:
r=xé, + Ve, (6)
dimana €, dan éy merupakan vektor-vektor basis dalam arah x dan y. Selanjutnya

untuk mengetahui bagaimana basis-basis tersebut bertransformasi, tuliskan kembali
vektor (5) dalam bentuk matriks berikut:

(. X
r =(ex ey)( ] @)
Substitusikan persamaan (4) ke dalam persamaan (6) sehingga:

r=(&, éy)M‘l[Xi}(é; é'y)(xi} r ®

y

& \T( 6
o)t e) ¥

Contoh 2.1. Misalkan berdasarkan sistem koordinat kartesis, sebuah vektor

Jelas terlihat disini bahwa:

=26, +€,. Jika vektor tersebut ditransformasikan ke dalam suatu sistem koordinat

1 -1 .
M:(o 1} ®

baru melalui matriks:

dengan
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4 (11 .
M _(0 J (i)

Berdasarkan persamaan (3), komponen vektor dalam koordinat baru diberikan oleh:

R

-

sehingga vektor tersebut dalam koordinat yang baru diberikan oleh T'=¢, +&j.

Berdasarkan persamaan (9), diperoleh vektor basis baru yang dinyatakan dalam basis

8, .
3 (iv)

atau €; =€, dan & =€, +€é,. llustrasi kedua sistem koordinat tersebut diberikan dalam

lama diberikan oleh:

Gambar la. Perhatikan bahwa sistem koordinat yang baru mengalami deformasi dan
tidak ortogonal. Perlu dicatat, bahwa terhadap koordinat yang lama, basis baru tidak
harus memiliki panjang satu.

Apa yang telah diuraikan di atas merupakan salah satu cara pandang terhadap
transformasi linier yang dimaksud, dimana dalam hal ini yang bertransformasi adalah
vektor-vektor basis. Cara pandang lain adalah dengan melihat bahwa transformasi
tersebut berlangsung pada sistem koordinat yang sama sehingga hanya komponennya
yang bertransformasi, sedangkan vektor-vektor basisnya tetap. Kembali ke contoh 2.1.,

24

berdasarkan cara pandang ini vektor ' diberikan oleh ' =€, +€&, yang jelas terlihat

mengalami deformasi bentuk dan perubahan arah sehingga F =r', sebagaimana

diberikan dalam Gambar 1b.

=l

\ 4

D>
>

(b)
Gambar 1
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3. Transformasi Ortogonal

Telah diperlihatkan bahwa secara umum transformasi (3) dan (9) tidak menjamin
bahwa sistem koordinat yang baru merupakan sistem ortogonal. Untuk menghasilkan
koordinat baru juga bersifat ortogonal, maka transformasi linier yang dimaksud harus

bersifat rotasional dan secara khusus matriks M terkait dapat dituliskan dalam bentuk

berikut:
cos@d sind
M=| (10)
—-sin@ cosé

Untuk memperoleh matriks tersebut tinjau rotasi yang diberikan dalam Gambar 2. Jelas
terlihat dari gambar tersebut bahwa:
x=x'cosfd—y'sin@
oy (11)
y=x'sind+y'cosd

Berdasarkan persamaan (4) dapat dituliskan sebagai:

(xj (cose —sin Hj(x’j _{xj
=| . =M (12)
y sind cosé |y’ y'

Gambar 2

Dengan melakukan proses inversi, dapat dengan mudah dibuktikan bahwa matriks M

diberikan oleh persamaan (10) dan jelas bahwa

Mt=mMmT (13)
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atau dengan kata lain M merupakan sebuah matriks ortogonal, sehingga dengan
demikian jelas bahwa transformasi tersebut dapat dinamakan sebagai transformasi linier
ortogonal atau disingkat transformasi ortogonal.

Selanjutnya, tinjau panjang vektor F = xé, + yéy dalam sistem koordinat lama

yang diberikan oleh:

2ox%+ y? (14)

I
dan panjang vektor 1’ = x'€} + y'é} :

2 n yr2 (15)

7P =x
Dengan melakukan substitusi x' = xcosé@+ ysind dan y'=-xsind+ ycosé ke dalam
persamaan (15):
x'2 +y'% =(xcos 6+ ysin 8)% + (- xsin & + y cos §)?

= x2(0032 0 +sin? 9)+ 2xy cos @sin @ — 2xy cos &sin  + yz(cos2 0 +sin? 6?)
M) 20 )

_x2 42
(16)

diperoleh bahwa panjang vektor tersebut tidak berubah, sedangkan berdasarkan

transformasi (9) untuk basis-basis dalam koordinat yang baru diberikan oleh:

ey =€y cosf+e,sing
€, =—€,sind+¢, cosd (17

y =~ tEy
Berbeda dengan contoh 2.1. untuk kasus transformasi linier non-ortogonal, dalam kasus

ini kembali dapat dibuktikan pula dengan mudah bahwa panjang

A
eX

—_— A —_—
=[] =1.

Misalkan kita melakukan dua atau leih transformasi ortogonal dengan sudut &

dan w berturut-turut dengan masing-masing matriks transformasi diberikan oleh M,

dan M, , maka transformasi totalnya diberikan oleh:

@J M 9@ (18a)
) )
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sehingga:

(i:} MWMe@ (19)

Perumusan mengenai transformasi ortogonal dalam bidang dua dimensi dapat
diperluas ke ruang tiga dimensi. Misalkan kita melakukan rotasi dengan sumbu z
sebagai sumbu putar sebagai berikut:

!

X X
Yy [=Myly (20)
Z' z
dengan
cosg sing O
My =|-sing cosg O (21)
0 0 1

Misalkan selanjutnya dilakukan rotasi dengan sumbu y’ sebagai sumbu putar diberikan

oleh:

X

y' =M,y (22)
YA

dimana

cosy 0 siny
M,=| O 1 0 (23)
—siny 0 cosy

dan terakhir dilakukan rotasi dengan x" sebagai sumbu putar berikut:

X X
y' =Myl Yy (24)
Z" Z!
dengan
1 0 0
My=|0 cos@d siné (25)
0 —sind@ cosd
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Berdasarkan transformasi tersebut maka secara umum rotasi tiga dimensi terkait dapat
dinyatakan dalam bentuk:

X' X
Y =Mooy 4 Y (26)
z' yA

dengan My, 4 =MyM,, M, diberikan oleh (buktikan!):
COS@CoSy  Singcos@d —cosgsiny sing  sin gsin &+ cosgsiny cosd
Mg, 4 =| —Singcosy cosgcosd +singsinysing cosg@sin @ —sin gsiny coso
—siny —cosy sin@ CoSy cosé
(27)
yang juga memenuhi kondisi ortogonalitas M 5}/,,(? = M;Wﬁ. Sedangkan panjang vektor

juga invarian:

2 2 2

X' +y’2+z' =X +y2+zz (28)

4. Nilai dan Vektor Eigen

Tinjau kembali tafsiran transformasi linier yang terkait dengan kondisi dimana
vektor mengalami deformasi bentuk dan perubahan arah dalam sistem koordinat yang
sama. Bayangkan bahwa dalam ruang vektor tersebut terdapat sejumlah vektor yang tidak
mengalami perubahan arah akibat transformasi tersebut dan hanya mengalami perubahan
panjang saja.

Misalkan transformasi linier yang dimaksud diberikan oleh:

R =MF (29)

Disini, guna mempermudah pemahaman, maka untuk transformasi terkait notasi R

44

digunakan sebagai ganti ¥’. Agar vektor R hanya mengalami perubahan panjang dan

tidak berubah arahnya, maka kondisi yang harus dipenuhi adalah:
R=IF (30)
Dimana vektor r dengan ciri tersebut dinamakan sebagai ”vektor eigen”, dan parameter

A dinamakan sebagai harga eigen”. Dengan menuliskan persamaan (30) dalam bentuk:
e k)
Y ay  an \Y
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dan berdasarkan persamaan (30), diperoleh:

o 22 -45) @
axr an \Yy y

yang dapat dituliskan kembali dalam bentuk:

il W[ Y (33>
a1 axp \y 0 A0y

(311 -4 app j[XJ _0 (34)
ay;  ap —ANY

Berdasarkan aturan Cramer yang telah dibahas pada Bab 3 buku Fisika Matematika I,

atau

untuk sistem persamaan linier (34) solusinya diberikan oleh:

. detU,) 0 (352)
det(A)  det(A)
det{U
det(A) det(A)
dimana
0 ap
U, = 36
X (0 aZJ (36a)
a;; O
U, = 36b
(2 ) (36
A (311 -4 ap ] (36¢)
dp; Ay -4

Jelas terlihat bahwa untuk solusi trivial (x =0,y =0) terkait dengan det(A)=0,
sedangkan solusi non-trivial (x =0,y # 0) hanya dapat diperoleh jika
det(A)=0 (37)
yang dinamakan sebagai persamaan karakteristik. Berdasarkan persamaan (37), nilai

eigen A yang dimaksud diberikan oleh solusi dari persamaan kuadrat berikut:

22 = 2Tr(M)+det(M)=0 (38)
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dengan Tr(M )= ay; +a,, merupakan trace matriks M pada persamaan (5), sedangkan
det(A)=aj;a,, —a;,a,; Merupakan determinannya. Dengan demikian, harga-harga

untuk A adalah sebagai berikut:

Ay = %(Tr(M )+ [Tr(M)]? - 4det(M) j (39)

A, = %(Tr(M )= [Tr(M)]? - 4det(M) ) (39b)

Selanjutnya, dengan mensubstitusikan harga-harga eigen tersebut ke dalam persamaan

linier (32) dan memecahkannya kembali diperoleh vektor eigen yang dimaksud.

5 -2
Contoh 2.2. Tinjau transformasi linier dengan M =[ ) 3 J Berdasarkan

persamaan (35) diperoleh matriks tersebut memiliki harga eigen 4, =6 dan 4, =1. Dari
sini diperoleh sistem persamaan linier untuk 4, =6 vyaitu 6x=5x-2y dan
6y =—-2x+ 2y, yang jelas tereduksi menjadi satu persamaan saja yaitu:

X+2y=0 (i)
Sedangkan untuk harga eigen 4, =1, persamaan tereduksinya adalah

2x-y=0 (ii)
Terlihat bahwa baik persamaan (i) maupun (ii) sama-sama membentuk persamaan garis
lurus, dimana semua vektor yang terdefinsi didalamnya merupakan vektor-vektor eigen
yang dimaksud. Artinya, untuk kasus dengan A =4; =6, jika terdapat vektor sepanjang
garis lurus 2y = —x, maka hasil transformasi vektor tersebut oleh matriks M akan tetap

searah, tetapi panjangnya terkontraksi menjadi 6 x panjang vektor tersebut. Tinjau vektor

)%l &
1

12 2
maka transformasinya adalah —( Jz i( J. Sedangkan untuk A4 =4, =1, semua

V5(-6) 5

vektor yang terdefinisi pada garis lurus y = 2x selain tetap searah, juga tidak mengalami

satuan dengan komponen

kontraksi dan untuk melihatnya tinjau vektor satuan dengan komponen
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X5 1 1} _
=—— (iv)
(YZ] J5 (2
yang transformasinya adalah vektor satuan dengan komponen yang sama.

5. Diagonalisasi Matriks
Kembali kita tuliskan sistem persamaan yang terkait dengan masing-masing harga
eigen sebagai berikut:

5X1 - 2y1 = 6X1

(40a)
- 2X1 + 2y1 = 6y1
5X =2y, = X3 (40b)
—2Xy +2Y5 =Y,

dengan indeks bawah 1 dan 2 menyatakan komponen vektor eigen yang terkait dengan

A, dan A, berturut-turut. Bentuk persamaan (40) dapat kembali dituliskan dalam bentuk

yang lebih sederhana sebagai berikut:

(5 —Zj(xl sz:£x1 xz}(l Oj (41)
-2 2 )1 Y2 yi Y2 N0 6

Kembali dengan memakai vektor (iii) dan (iv) pada contoh 2.2., kita dapatkan bahwa:

2 1) (2 L
5 -2 \/g \/g _ \/g \/g 10 (42)
-2 2)-1 2|7|-1 20 6
V5 5) \V5 45
Segera terlihat bahwa persamaan (42) dapat dimanipulasi sehingga menjadi:
2 1) 2 1
\/g \/g 5 -2 \/g \/g _ 10 (43)
12| (2 2)-1 2|70 6
V5 5 V5 5

Secara umum bentuk persamaan (43) dapat dituliskan dalam bentuk:
DIMD = A (44)
dimana A merupakan sebuah matriks diagonal.
Proses yang dibahas di atas merupakan proses diagonalisasi sebuah matriks
dengan matriks D merupakan matriks pendiagonal yang kolom-kolomnya berisi
komponen vektor-vektor eigen matriks M, sedangkan A merupakan matriks diagonal

175



terkait dimana entri diagonalnya adalah harga-harga eigen terkait. Jelas bahwa syarat
agar dapat dilakukan diagonalisasi adalah det(D);tO atau D merupakan matriks non-
singular. Secara khusus transformasi (44) dinamakan sebagai transformasi similaritas.
Untuk memahami arti geometri dari proses diagonalisasi ini, misalkan matriks D
yang kolom-kolomnya berisikan vektor-vektor eigen satuan dapat dipandang sebagai
sebuah matriks rotasi dengan, yang merotasikan dengan sudut @ sistem koordinat baru ke
lama sebagai berikut:
r=Dr’ (45)
cosd —siné

dengan D =| .
sin@ cosé

] , dan juga merotasikan vektor yang terdeformasi melalui:

R =DR’ (46)
Mengingat matriks M dalam sistem koordinat lama berperan dalam mendeformasikan

vektor dalam sistem koordinat yang sama melalui hubungan R =MF [cf. Persamaan
(29)], maka diperoleh:
R'= D 'MDF' = AF’ (47)

Hubungan R’'= AF' pada persamaan (47) menunjukkan bahwa dalam sistem koordinat
baru, deformasi hanya bersifat mengubah panjang dari masing-masing komponen tanpa
mengubah orientasinya dan ini selaras dengan konsep mengenai vektor eigen. Hal
penting yang perlu dipahami adalah, bahwa dengan membentuk matriks pendiagonal D,
kita dapat memperoleh suatu sistem koordinat baru dimana vektor tidak mengalami

perubahan orientasi.

6. Koordinat Kurvilinier
Pada Bab 5 buku Fisika Matematika I, telah diperkenalkan sistem koordinat bola
dan silinder. Telah ditunjukkan pula bahwa elemen garis, permukaan dan volume pada
dasarnya berturut-turut tidak berbentuk garis lurus, permukaan datar dan kotak persegi
panjang. Untuk sistem koordinat silinder (r,e,z) dengan panjang elemen infinitesimal
dalam arah r, 6 dan z diberikan oleh dr, rd@ dan dz. Dipihak lain, transformasi
antara (x, y,z) dengan (r,#,z) diberikan oleh:
X =rcosé (47a)
y=rsinéd (47b)
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71=1 (47¢)
sehingga elemen garis untuk masing-masing arah diberikan oleh:

dx =cos@dr—rsingdé (48a)
dy =sin@dr +rcosfdé (48b)
dz =dz (48¢c)
Kini tinjau panjang vektor elemen garis ds berikut untuk koordinat kartesis:
dSyar = dx€, +dyé, +dzé, (49)
dan
dsg =dré, +rdoeé, +dz€, (50)

untuk koordinat silinder dimana €é,, €, dan €, adalah vektor satuan yang ortogonal satu

sama lainnya. Sementara itu, berdasarkan persamaan (48), panjang elemen untuk masing-

masing sistem adalah:
dsZ, =dx2 +dy? +dz? = (cos@dr —rsin@de)* +(sin@dr +rcosgdo)?
(0032 6 +sin? e)dr2 + (cos2 0 +sin? 9)r2d92

- -1 (51)
—2cos@sin@de? +2cosBsin #dH? + dz?

=0
—dr? +r2dg? + dz% = ds3,

Terlihat bahwa ungkapan bagi panjan elemen ds untuk koordinat kartesis dengan silinder
memiliki kesamaan bentuk. Dapat dibuktikan bahwa elemen permukaan dan volumenya
juga memiliki kesamaan bentuk.

Berdasarkan ciri (i) elemen garis, permukaan dan volume yang secara umum
membentuk kurva, maka sistem-sistem koordinat dengan ciri tersebut dinamakan sebagai
sistem koordinat kurvilinier”. Khusus jika terdapat pula ciri-ciri tambahan (ii) panjang
elemen garis, luas permukaan dan volume memiliki kesamaan dengan koordinat kartesis
dan (iii) vektor-vektor satuannya saling ortogonal, maka dinamakan sebagai “sistem
koordinat kurvilinier ortogonal”. Perlu dicatat bahwa koordinat kartesis pun termasuk
dalam kategori koordinat kurvilinier ortogonal.

Dalam ungkapan vektor elemen garis dS, secara umum untuk sebuah sistem

koordinat kurvilinier (x;, X5, X3) dituliskan sebagai:
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ds = & hydx; +€,h,dx, +é3hsdxs (52)
dengan h;, i=1,2,3 merupakan koefisien yang dapat berupa fungsi (xl,xz,xg). Untuk
sistem yang tidak ortogonal, elemen panjangnya diberikan oleh:

ds? = glldxl2 + 0120x;dX, + 130X 0X3
010X, 0%, + Go00X3 + g 30X Xy (53)
031030 + G3ptXa0X, + aadx3
dengan gj; = hih; & .e . Dalam notasi dengan menggunakan indeks boneka (yang akan

secara khusus dijelaskan dalam Bab 11), ungkapan (53) dapat dituliskan sebagai:
3 3
ds? =" > gjdx;dx; (54)
i=1 j=1
Sedangkan dalam bentuk matriks diberikan oleh:

011 912 O13 | X
ds?=(x X, Xg)|Ga1 U2 U23 | X (55)
031 932 033 A\ X3

Untuk sistem yang ortogonal dengan mudah dapat dibuktikan bahwa €; -éj = Jjj ,
dimana &;; merupakan simbol kronecker delta, sehingga g;; =0 untuk i=j dan
mengakibatkan ungkapan (53) tereduksi menjadi:

ds® = gy 0x{ + 9o x5 + ga30x3 (56)
dengan gy, =h{, g5, =h; dan gg3 =hg.
7. Operator Vektor dalam Sistem Koordinat Kurvilinier Ortogonal
Pada pembahasan mengenai analisis vektor di Bab 6 buku Fisika matematika I,

kita telah mempelajari mengenai bentuk operator gradient, divergensi, Laplacian dan
rotasi dalam sistem koordinat kartesis. Dalam sistem koordinat kurvilinier yang

ortogonal, operator gradien V yang bekerja pada sebuah fungsi skalar U memiliki

bentuk sebagai berikut:

3
U LU g LU L 10U Sl g
h, 0% h, 0x, h3 OX3 i3 hi ox
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Contoh 2.3. Tinjau operator gradien untuk sistem koordinat silinder. Karena
Xy =r, X, =6 dan x5 =z sedangkan h; =1, h, =r dan hy =1, maka diperoleh:
vU=62 15,20 18, Y
or r o6 0z

Selanjutnya, misalkan V merupakan sebuah fungsi vektor:
V =8V (%, X, X3 )+ €5V (%, %o, X3 )+ E3V3 (X, X2, X3) (58)
maka divergensi dari fungsi tersebut diberikan oleh:

. 1 0 o 5
VeV = —(hyhgVy )+ ——(hyhgV )+ — (hgh,pV 59
h1h2h3|:aX1( 2N3 1)+8x2(1 3 2)+8x1(1 2 3)} (59)

Contoh 2.4. Tinjau divergensi fungsi untuk sistem koordinat bola. Karena x; =r,
X, =0 dan X3 =¢ sedangkan h; =1, h, =r dan hs =rsind (buktikan!), maka

diperoleh:

VeV =

rz;ne{g(ﬂSinevr)+%(rsinev9)+%(rv¢)}
=ri2§(rzvr)+ [%(sinevg)Jr%(vyj)}

Sementara itu, untuk Laplacian yang bekerja pada fungsi skalar U diberikan

v2U - 1 | @ (hyhgoU N 0 ( hhhy oU N o (hhy, oU (60)
hihohg | oxg\ hy Ox¢ ) X hy Oxy, ) OX3\ hsy OXx3

Contoh 2.5. Tinjau operator gradien untuk sistem koordinat silinder. Karena

rsin@

oleh:

Xy =TI, X, =6 dan x3 =z sedangkan h; =1, h, =r dan hy =1, maka diperoleh:
v2U - 1Q(r oU

1 _j+1azu o°U
ror\ or

—
r? 00% oz°

Terakhir, untuk operator rotasi yang bekerja pada fungsi vektor (58), V xV
bentuk ungkapannya diberikan oleh:

b€ hy€; gy

1 o o o (61)
hhhohs | OX;  OXy  OX3

Vi hyV,  hgVg
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Untuk sistem koordinat silinder bentuknya adalah (buktikan!):

N V . . V
v o [LVe o) o (e V) 1o (0(Ve) Vi) o
r oz 0z 0z or r or 00

8. Contoh Penerapan dalam Fisika

Tinjau dua buah partikel dengan massa m; dan m, terikat secara mendatar pada

tiga buah pegas dengan konstanta k , sebagaimana diilustrasikan pada Gambar 3.

k Lk 2k
— T +—e—{ +—e—{ 1—
m m
Gambar 3

Misalkan x; dan x, merupakan koordinat bagi partikel dengan massa m,
sehingga energi Kinetik sistem tersebut diberikan oleh:

1 -, 1 5
T ==mxy +=mx 63
o ML+ 5 MX; (63)

Untuk menentukan energi potensialnya dapat dilakukan dengan meninjau masing-masing

pegas. Pegas di sebelah kiri mengalami peregangan sebesar x; sehingga energi potensial

yang ditimbulkan sebesar %kxf, demikian juga dengan pegas di sebelah kanan yang

tertekan sebesar x, sehingga energi potensialnya adalah %kx%. Sedangkan pegas yang
ditengah regangannya adalah sebesar |x1—x2|, sehingga energi potensial yang

ditimbulkannya sebesar %k(xl — X5 )2 . Dengan demikian total energi potensialnya
diberikan oleh
% =£kX12+lkX§+1k(Xl—X2)2 =lk(2x2+2y2—2xy) (64)
2 2 2 2
dan Lagrangian yang terkaitnya adalah:

L =%m>‘<12 +%m>‘<§ —%kxl2 —%k(Zx2 +2y? —2xy) (65)
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Bentuk Lagrangian (65) dapat dituliskan dalam bentuk matriks sebagai berikut:

1 o o1 0)x) 1 2 -1\ x
L_Em(xl XZ{O 1]()’(2]_?(()(1 XZ{—l 2]()(2} (66)

Selanjutnya untuk menyederhanakan permasalahan, kita cari harga eigen bagi persamaan

52

Dengan memecahkan persamaan Karakteristik terkait diperoleh harga-harga eigen

linier

terkaitnya adalah 4, =1 dan 4, =3. Melalui cara yang persis sama dengan yang telah

digunakan pada pasal 5, diperoleh vektor eigen satuan untuk 4; =1 sebagi berikut:

X ) 1 1)
=— (68)
(ylj V2 [1
Sedangkan untuk A, =3 adalah:
Xy 1 (1 J
=— (69)
b #
Sehingga dengan demikian diperoleh matriks pendiagonalnya adalah:
1(1 1
D=— 70
ﬁ(l —J o
Sedangkan matriks diagonalnya diberikan oleh:
10
A= 71
3 )

Dari sini dapat dicari sistem koordinat (x;, x5 ) melalui transformasi berikut:

(2) :%G -lJCﬂ (72)
@ :%G —llj[:;j (73)

Sehingga dengan demikian diperoleh Lagrangian dalam sistem koordinat baru sebagai
berikut:

dan
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1 .., 1 0Yx) 1 1 0\ x
L'==m(x1 x- ——k(x1 x- 74
;" 2{0 J(xa] e 2{0 J(x'g] 7

Perhtaikan bahwa tranformasi similaritas yang melibatkan matriks D terhadap matriks
identitas pada suku energi kinetik tidak mengubah bagian tersebut.

Selanjutnya dengan menggunakan persamaan Euler-Lagrange:

oL _d i _0 (75)
8Xi dt 8Xi

dimana i =1,2 diperoleh persamaan geraknya adalah:

L6
0 1A% 0 3\ x5

Solusi bagi persamaan (76) diberikan oleh:

X{=A cos(\/%t + alj (77a)
X5 = Ay co{\/gt + azj (77b)
m

Dengan A; dan «; merupakan konstanta yang tergantung pada kondisi awal. Kedua

solusi merupakan modus normal dari vibrasi yang mungkin bagi sistem pegas yang

dimaksud. Solusi (77a) terkait dengan vibrasi dengan frekuensi normal colz\/K
m

sedangkan solusi @, = 1/%. Jika solusi x; dan x5 dikembalikan ke koordinat semula
m

melalui transformasi rotasi (72) dimana D'=D, maka diperoleh:

X; = %(Xi +x3)
. (79)

E(Xi—x'z)

Berdasarkan persamaan (79) jelas terlihat bahwa dalam koordinat asal, secara

X2:

umum gerak partikel yang dimaksud merupakan superposisi dari dua gerak yang berbeda.

Terlihat bahwa untuk vibrasi dengan @, bergerak dengan fase yang sama sedangkan

untuk vibrasi dengan frekuensi @, bergerak dengan fase yang berlawanan.
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BAB 11

ANALISIS TENSOR

1. Pendahuluan

Selama ini kita telah mengenal besaran-besaran fisis yang direpresentasikan
secara skalar seperti temperatur misalnya, yang hanya memiliki besar, maupun secara
vektorial seperti posisi, yang juga mengandung informasi mengenai arah di samping
besarnya. Pada dasarnya kedua cara represtasi tersebut (skalar dan vektor), merupakan
bagian dari suatu bentuk representasi yang lebih umum yang dinamakan sebagai
“Tensor”. Secara umum besaran-besaran tensor merepresentasikan kuantitas-kuantitas
yang disajikan dalam bentuk matriks. Dalam hal ini, besaran skalar yang hanya
dinyatakan oleh sebuah kuantitas yang memiliki harga tertentu, dapat dipandang sebagai
tensor yang direpresentasikan oleh matriks 1x1 dan dinamakan sebagai tensor rank—0
yang, dan jelas sedangkan bahwa untuk besaran vektor dapat dipandang sebagai besaran

tensor dengan representasi matriks 1x 3 atau tensor rank—1.

I:)XX
A
.
X i sz
Py l
e l ,
—____,_) _________________
y i %
\A

Gambar 1

Sebagai contoh besaran tensor rank—2 yang representasinya dinyatakan oleh

matriks 3x3 adalah tensor tekanan yang dilambangkan dengan P. Misalkan terdapat
suatu volume berbentuk kubus yang pada bidang tegak lurus arah sumbu x mengalami
tekanan dan geseran, sebagaimana diilustrasikan dalam Gambar 1. Terlihat bahwa pada

bidang y-—z mengalami tekanan P,, yang merupakan gaya persatuan luas F, /A,
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sedangkan bidang x—z dan x—y mengalami geseran P, = FX/Ay dan P, = F, /A,
berturut-turut dimana A,, A, dan A, adalah luas masing-masing bidang, maka untuk

menentukan besar gaya total F, dalam arah x yang bekerja pada kubus tersebut, maka
tekanan dan geseran yang dimaksud dapat dinyatakan dalam bentuk matriks baris berikut:

(Pxx Py PXZ) 1)
sedangkan luas ketiga sisi tersebut dinyatakan dalam vektor berbentuk bentuk matriks
kolom:

AX
Ay ()
AZ

Sehingga untuk memperoleh F, dapat dilakukan dengan melakukan operasi berikut:

AX
Fe=(Px Py Po) A -
AZ
= PP + Py Ay + P A,

Perluasan bentuk di atas untuk mendapatkan gaya-gaya dalam arah F, dan F,

dengan mudah dapat dilakukan dengan membentuk tensor tekanan P sehingga:

I:X AX
F, |=P| A, (4)
FZ AZ
dengan
I:)xx ny sz
P=|Pyx Py Py, (5)
sz sz F)zz

Dalam bentuk yang lebih sederhana, bentuk persamaan (3) dapat dituliskan sebagai:
F=P.A (6)
Tensor tekanan pada persamaan (5) merupakan salah satu contoh besaran yang
direpresentasikan dalam bentuk matriks, beberapa besaran lain didefinisikan dalam
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bentuk tersebut antara lain misalnya adalah momen inersia benda tegar, suseptibilitas

listrik-magnet dan lain sebagainya.

2. Indeks Boneka dan Konvesi Penjumlahan Einstein

Kembali kepada persamaan (4), jika kita gantikan indeks x, y dan z dalam

penulisan vektor F, A dan tensor P dengan notasi 1, 2 dan 3 berturut-turut dan

selanjutnya kita definisikan indeks-indeks baru i dan j, dimana masing-masing dapat

mewakili notasi 1 atau 2 atau 3, maka persamaan tersebut dapat dituliskan dalam bentuk:
3
j=1

Misal, untuk F, = F, dengan menetapkan i =1 sedangkan j berjalan dari 1 hingga 3,

maka diperoleh:
3
Fi =D PiAj =Py A +PpAy +PgAg (8)
j=1
yang serupa dengan ungkapan pada persamaan (3). Perhatikan bahwa persamaan (7) juga

dapat pula dituliskan dalam bentuk:
3

Fj :ZPjiAi (9)

i=1
Jelas terlihat bahwa dengan menetapkan j =1 sedangkan kali ini i yang berjalan dari 1
hingga, 3 maka ungkapan (8) dapat diperoleh kembali. Secara khusus, indeks i dan |j
dinamakan indeks-indeks boneka (dummy indices), indeks boneka tersebut dapat saja
ditulisakan sebagai a dan b atau « dan g dan lain sebagainya.

Pada penulisan persamaan (7) terlihat bahwa dalam ungkapan B;A; indeks ]
muncul dua kali secara berurutan. Untuk menyingkat penulisan, telah lazim digunakan
suatu konvensi yang dinamakan konvensi penjumlahan Einstein (Einstein summation
convention), yang menyatakan bahwa setiap terdapat dua buah indeks boneka yang

muncul berturutan maka secara implisit telah dimengerti bahwa penjumlahan terhadap

indeks tersebut berlaku. Dalam konvensi ini penulisan ungkapan (7) adalah berikut:

3
j=L
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Perhatikan bahwa tanda penjumlahan X tidak digunakan lagi, karena dua indeks sama

yang berurutan telah menunjukan bahwa penjumlahan terhadapnya berlaku.

3. Tensor dalam Koordinat Kartesis

Tidak semua kuantitas yang direpresentasikan dalam bentuk matriks dapat
dikategorikan sebagai besaran tensor. Dalam Fisika, tensor memiliki karakter tersendiri
yang dikaitkan dengan bagaimana ia bertransformasi dari suatu sistem koordinat ke
koordinat yang lain. Untuk dapat menjelaskan bagaimana mendefinisikan sebuah tensor
di dalam sistem koordinat kartesis, kita akan terlebih dahulu meninjau definisi vektor
dalam koordinat tersebut.
3.1. Definisi Tensor

Tinjau vektor posisi ' yang bertransformasi ke secara rotasional ke koordinat

kartesis lain yang komponennya dituliskan dalam bentuk berkut:

X1 a1 ax a4z | X
Xp |=|a; axp as | X (11)
X3 djz  dzz azz )\ X2

M

dengan M adalah matriks rotasi yang bersifat ortogonal dan memenuhi M t=MT,

sehingga dengan demikian invers dari transformasi (11) adalah:

X1 a1 ap ap | X
Xp |=|az @z axg|X (12)
X3 az azm  ap A\ X

MT

dimana M T merupakan transpos matriksM . Telah ditunjukkan dalam Bab 10 bahwa

transformasi ini menyebabkan invariannya panjang vektor tersebut:

xi2 + x52 + x5 = xf + %3 + %2 (13)

Dari dapat disimpulkan bahwa terhadap tranformasi ortogonal panjang vektor
posisi tidak berubah. Berdasarkan hal ini, maka cukup beralasan jika kita mengatakan

bahwa sebuah kuantitas V dinamakan merupakan vektor kartesis jika ia bertransformasi
secara ortogonal mengikuti bentuk (11) dan (12), atau dalam penulisan yang lebih

kompak:
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V=MV dan V=MTV' (14)
Dengan memanfaatkan penulisan menggunakan indeks boneka, transformasi (14)
dapat dinyatakan sebagai:
Vi =a;V; (15)
Dengan memanfaatkan definisi vektor Kkartesis (tensor kartesis rank—1) di atas,
kita dapat mendefinisikan tensor rank—2 dengan 32 komponen sebagai berikut; tinjau

tensor Ty , 1, j =1,2,3, yang misalkan dapat dituliskan sebagai

Tij =UW; (16)
Asumsikan bahwa U; dan V; merupakan komponen-komponen dari vektor U dan W
yang bertransformasi secara ortogonal sebagai berikut:

Ui =a;U; (172)

Wi = a;W; (17b)
Sehingga dengan demikian, jelas bahwa:

Tij :Ui'\lvj’ =ayUayWw, (18)

Dengan mengatur kembali posisi masing-masing suku, persamaan (18) dapat dituliskan
kembali sebagai:
Tij =aia ;U W, (19)

Mengingat U, W, =T, maka dengan demikian:

Tij =a@;ji Ty (20)
Perlu dipertegas bahwa penulisan lengkap persamaan (20) adalah:
3 3
Ti =22 awajTy (21)
k=11=1

Khusus untuk tensor (16) yang diperoleh melalui perkalian langsung dua buah vektor,
dan secara simbolik dituliskan sebagai:

T=UQ®W (22)
dinamakan sebagai “dyadik” dan lambang “® ” menyatakan operasi perkalian langsung

atau direct product yang dalam bentuk matriks dituliskan sebagai:
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Uy UV UV, UpVs
T=|Up (Vi Vo V3)=[UVp UV, UyVs (23)
Us UgVy UgVy, UV
Penting untuk dicatat bahwa penulisan transformasi (20) dapat dituliskan sebagai berikut
Tij =ai@;ji Ty = ayTi (aj, )T = a; Ty ay; , sehingga dalam bentuk matriks berbentuk:
T'=aTa?! (24)
dimana elemen dari matriks a adalah a;; dan mengingat al =a1.

Dapat disimpulkan bahwa kuantitas umum T; merupakan sebuah tensor kartesis

jika transformasinya ke dalam sistem koordinat kartesis lain mengikuti persamaan (20).
Perluasan definisi tensor untuk rank—3 dapat dilakukan dengan mudah sebagai berikut;
bahwa Tj; merupakan sebuah tensor rank—3, dengan 3% komponen, dalam koordinat
kartesis jika bertransformasi secara ortogonal mengikuti:
Tiik = @im@jnau Tmnl (25)
4. Tensor dalam Sistem Koordinat Umum
Kembali pada bentuk transformasi (11). Tinjau hubungan untuk x; sebagai
berikut:
X| = a1X +apXy +a13X3 (26)
Untuk memperoleh kembali elemen matriks a;y, a;, dan a;3; dapat diperoleh lewat
ungkapan turunan parsial berikut:

OX{ OXy _ox

ap = o agp :a, a3 = oxg (27)
sehingga transformasi koordinat (11) dapat dituliskan pula dalam bentuk:
4) 156 a0 00"
Xp = X2 (28)

OXy OXp OX3
OX3 OX3 OX3
OX;  OXp  OX3

atau
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X = STX;Xj (29)

Perlu ditekankan bahwa hubungan (28) dan (29) diturunkan untuk kasus dimana
hubungan antara komponen dalam sistem koordinat lama dan baru merupakan hubungan
yang bersifat linier. Untuk kasus transformasi dari koordinat kartesis ke koordinat silinder
X=rcos@, y=rsing, z=1z misalnya, jelas terlihat bahwa hubungannya tidak linier,
sehingga dengan demikian hubungan semacam (29) tidak dapat menghubungkan

keduanya. Tetapi, jika Kkita tinjau kuantitas berikut:

dxq COSXy —XSinX, 0) dxg
dx5 [=|sinx, X c0sX, Of dx, (49)
dxs 0 0 1)\ dx;

dimana x; =r, X, =6 dan x3 =z sedangkan x; =X, X5 =y dan x3 =z, maka dengan

mudah dapat dilihat bahwa:

%zcosxz,ﬁ=—xlsinx2,%=0 (50a)
X Xy X3
aﬁ:sinxz,aﬁlecosxz,aﬁzo (50b)
8Xl 8X2 aX?:

OX3 0. OX3 0. OX3 1 (50¢)

8X1 8X2 8X3

sehingga dengan demikian dapat dituliskan:
,  OXj
dXi = axl- dXJ (51)

j
Berdasarkan kenyataan ini, kita dapat membuat definisi untuk vektor dalam

sistem koordinat umum sebagai kuantitas yang bertransformasi menurut:

_oX

Vi'
OX

V; (52)
j
Khusus untuk koordinat kartesis, dapat dengan mudah dibuktikan bahwa:

ox{ X

j
= 53
oXi OXi (53)

j

189



Tetapi hal ini dapat saja tidak berlaku bagi transformasi koordinat umum. Berdasarkan
hal ini, dalam sistem koordinat umum kita dapat membedakan jenis vektor terkait dengan

bagaimana mereka bertransformasi mengikuti:

oXi
Vii=—"LV. 54
B (54)
atau
OX;
V. =ty 55
oV (55)

Jika V' bertransformasi menurut persamaan (54), maka vektor tersebut dinamakan vektor
kontravarian, sedangkan jika menurut persamaan (55) dinamakan vektor kovarian. Jelas
bahwa berdasarkan kategori tersebut, diferensial dari koordinat umum merupakan
komponen dari kontravarian vektor, sebagaimana yang oleh persamaan (51)

Dari sini, serupa dengan pembahasan mengenai definisi tensor kartesis, maka
tensor secara umum dalam sebarang koordinat didefinisikan serupa dengan persamaan
(20). Lebih khusus lagi berdasarkan klasifiskasi bentuk kovarian dan kontravarian, maka

jenis-jenis tensor rank — 2 misalnya dapat dibagi menjadi:

o 0% 0K
Tensor kontravarian : Ty = ——Tp, (56a)
OXpy OXpy
] X: OX i
Tensor kovarian : T =a—"—,’ - (56b)
OXpy OXq
ox! aXJ
Tensor campuran : Tjj =———T, (56¢)
OXpy OXpy

Sebagai catatan akhir, pengunaan konsep tensor yang dikaitkan dengan sifat

geometri transformasi koordinat banyak dijumpai dalam Teori Relativitas Einstein.
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BAB 12

FUNGSI-FUNGSI KHUSUS

1. Pendahuluan

Pada bab ini dibahas perumusan mengenai beberapa fungsi-fungsi khusus yang
didefinisikan baik dalam bentuk integral maupun deret. Fungsi-fungsi ini kerap muncul
dalam Fisika sebagai solusi bagi suatu persamaan diferensial tertentu atau bagi keperluan
lainnya. Secara umum fungsi-fungsi ini tidak memiliki bentuk eksak yang tertutup dan
nilainya telah dihitung secara aproksimatif dan disajikan dalam bentuk tabel. Tujuan
pembahasan dalam bab ini bukan untuk mendalami secara detail sifat-sifat fungsi

tersebut, tetapi lebih ditekankan pada pengenalan definisinya.

2. Fungsi Gamma

Fungsi pertama yang Kita tinjau adalah fungsi Gamma I'(x) yang didefinisikan

sebagali hasil dari bentuk integral berikut:
r(x)= [t*Fetdt (1)
0

Telah diketahui bahwa bentuk integral pada ruang kanan persamaan (1) tidak dapat
diselesaikan. Integral di atas dapat dibuktikan konvergen untuk semua x >0, walaupun
dalam rentang 0 < x <1 menjadi tak wajar mengingat fungsi integran singular pada limit

bawahnya. Selanjutnya lakukan integrasi perbagian berikut:

[rtetdt =— e "+ (x-1)[ 0 e o )
0 —_—
- r(x-1)

sehingga diperoleh suatu hubungan rekursif:
I'(x)=(x-1)r(x-1) (3)
Misalkan x =n merupakan bilangan integer, maka berdasarkan hubungan rekursif (3)
dapat kita peroleh bahwa:
r'(n)=(n-1)r(n-1)=(n-1)n-2)r(n-2)
( (4)
=(n-1)(n-2)r(n-2)x---x1.T(1)

Dari integral (1) jelas terlihat bahwa:
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r@):Te4dt=1 (5)
0

Dengan demikian diperoleh:

r'(n)=(n-1) (6)
atau dapat pula dituliskan sebagai:

I(n+1)=n! 7)
Jelas bahwa untuk n yang integer, fungsi I" merupakan fungsi faktorial. Berdasarkan
persamaan (7), kadang pula dituliskan untuk sebarang x bentuk berikut:

(x+1)=x! (8)
sehingga I' lazim pula dinamakan sebagai fungsi faktorial.

Untuk mengetahui secara lengkap rentang definisinya, tinjau definisi (1) yang

dengan jelas mengindikasikan bahwa untuk x>1, T" terdefinisi. Selanjutnya tinjau

persamaan (3) dituliskan kembali dalam bentuk berikut:
r(x)=1r(x+1) ©)
X

Karena I'(1) =1, Jelas bahwa

r0)=co (10)
sehingga x =0 tidak masuk dalam rentang definisi. Sekarang tinjau rentang 0 < x <1.
Berdasarkan persamaan (9) dengan jelas terlihat bahwa dalam rentang tersebut fungsi I

terdefinisi mengingat F(x+1) terdefinsi pada 0 < x <1. Selanjutnya misalkan x =-1,
maka diperoleh:

r@nziLﬂmzw (11)
dan mengingat hubungan rekursi (9), maka untuk semua x = —n dapat dtuliskan sebagai

(buktikan!):

_ r(0)
F(_n)_—n(—n+1)(—n+2)><---><(—1) (12)

atau (buktikan!):

r(-n)= r(0) (13)

(-1)"n!
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maka jelas bahwa fungsi I" juga tidak terdefinisi untuk semua integer negatif. Kemudian

tinjau persamaan (9) untuk rentang —1< x<0:

(x)= ﬁr(— X +1) (14)

dimana 1—|x| > 0, yang mengindikasikan bahwa dalam rentang tersebut fungsi tersebut

juga terdefinisi. Dengan mengacu pada hubungan rekursi (3) jelas bahwa untuk x <0
yang bukan integer negatif F(x) terdefinisi. Dari hasil di atas jelas dapat disimpulkan
bahwa rentang terdefinisinya fungsi ' adalah x={-o < x <o,x¢0,—n} dengan n
integer positif.

Tinjau kasus dengan x=1/2. Berdasarkan definisi (1) integral yang harus

dipecahkan adalah:

ry2)= jeT dt (15)

0 t
Misalkan kita lakukan substistusi variabel t = u? sehingga dt = 2udu, maka persamaan
(15) menjadi:

o _y?

riy2)-[*

0

« 2
2udu = 2J‘e‘u du (16)
u 0

yang juga dapat dituliskan kembali dalam variabel boneka lainnya sebut saja w sebagai
berikut:

r(1/2)=2[e™ dw (17)
0
Dengan mengalikan persamaan (15) dengan (16) diperoleh:

r2(y2)= 4T Te‘(“2+"v2)dudw (18)
00

Selanjutnya lakukan transformasi ke koordinat polar u=rcosd dan w=rsind dengan

u2 +w? =r? dan dudw = rdrd@ sehingga:

/2 o )
r?1/2)=4[ [e™" rdrde (19)
0 o0
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Dapat dengan mudah ditunjukkan bahwa hasil integraal (18) diberikan oleh:

/2 o )
4 j j e rdrdd =7 (20)
0 0

sehingga dengan demikian diperoleh bahwa:
ry2)=+r (21)
Hubungan lain yang penting terkait dengan fungsi I" adalah:

VA
sin zx

r(x)r1-x)= (22)

Hal lain yang patut dicatat adalah, bahwa untuk x yang cukup besar, nilai F(x +1) dapat
diaproksimasi melalui formula Stirling berikut:
I(x+1) = xI~ x*e /27 (23)
Contoh 2.1. Tentukan T'(5/2). Tuliskan T'(5/2)=3/21(3/2)=(3/2)Y/2)r(1/2).
Karena I'(1/2) = /7 , maka I'(5/2) =37 /4.

3. Fungsi Beta
Fungsi Beta, B(x, y) didefinisikan sebagai:

1
[ -1t (24)
0

B(x,y)

Dengan melakukan transformai variabel t=sin8, sehingga dt =2sindcosddé dan

1-t=cos? 6 dimana syarat batas t =1 terkait dengan & = /2, diperoleh bentuk lain

bagi fungsi B :

72
B(x,y)=2 Isinzx‘lecoszy‘lede (25)
0

Sedangkan jika dilakukan transformasi t = u/(1+ u) (buktikan!) diperoleh bentuk

alternatif lainnya:

o ox-1
B(x,y)= I(“—d“ (26)
0

T+u)y

Dalam hubungannya dengan fungsi I", dapat ditunjukkan bahwa:
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B(x, y)=—rr((xx)£(yy)) (21)

Berdasarkan hubungan di atas, maka untuk menentukan nilai bagi fungsi B dapat
dilakukan dengan menggunakan tabel fungsi I". Perlu ditekankan bahwa rentang definisi
bagi fungsi B mengikuti rentang fungsi I" dengan mengacu pada hubungan (26).

Untuk membuktikannya, tinjau bentuk berikut:

= [ [tis¥ e ~(t+3)gtds (28)
00
Kemudian lakukan transformasi berikut:
t=uw, s=u(l-w) (29)
dengan modulus Jacobian terkait diberikan oleh (buktikan!):
FELIIE (30
a(u,w)

Mengingat batas bawah integrasi dalam domain t dan sadalah t=0 dan s=0,
sedangkan batas atasnya adalah t = dan s = o0, maka jika kita mengambil batas bawah
untuk u =0 sedangkan batas atasnya adalah u =<, maka sebagai konsekuensinya, batas
bawah untuk variabel w=0 dan w=1 untuk batas atasnya. Berdasarkan hal ini, maka

transformasi integral (27) ke variabel (u,w) adalah:
1
:'[ J'u“y At (1-w) e (Wdudw (31)
00

Dengan mengatur kembali integral (31) ke dalam bentuk berikut:

1 0
r(x)r(y)= IWX_l (1-w) dwju x+y-To-(u)gy (32)
0 0
B(x,y) T(x+y)
maka diperoleh:
r(x)r(y)=B(x, y)r(x+y) (33)

Sehingga persamaan (26) terpenuhi.

4. Integral dan Fungsi Eliptik
Tinjau bentuk integral berikut:
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S

Flpk)=]

do
0y1—kZsin? ¢

yang dinamakan sebagai integral eliptik jenis pertama dan:
@
E(p.k)=[y1-Kk?sin® pdg (35)
0

sebagai integral eliptik jenis kedua. Dimana k dengan rentang 0 <k <1 dinamakan

(34)

sebagai modulus dan ¢ amplitudo dari integral eliptik (33) dan (34). Integral eliptik
dinamakan integral eliptik lengkap jika amplitudonya ¢ = 7/2.
Integral (33) dan (34) merupakan bentuk integral eliptik versi Legendre. Melalui

transformasi:
X=sing (36)
dengan
dx
do = > @37)
V1-X
sehingga diperoleh bentuk lain sebagai berikut:
X
K)=| ax (38a)
0\/(1 x2 J1-k2x?)
X 4 122
E( k)= [ (12K o (38b)

0 1-x2
yang dinamakan sebagai integral eliptik versi Jacobi. Bentuk integral eliptik baik dalam
versi Legendre maupun Jacobi tidak dapat secara umum tidak dapat dievaluasi secara
analitik. Nilai-nilainya untuk amplitudo tertentu disediakan dalam bentuk tabel yang
diperoleh secara numerik.

Tinjau bentuk integral eliptik Jacobi (38a). Jika diambil k =0, maka dapat
dengan mudah diperoleh:

o [ O Gty (39)
i)

dimana u = F(x,0).
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Jika kita lakukan inversi terhadap persamaan (39) maka diperoleh:
sinu = x (40)
Dengan memperluas cara pandang di atas untuk kasus dengan k =0 dan dengan

mendefinisikan secara umum u = F(x,k), maka serupa dengan persamaan (39) dapat

dituliskan bentuk berikut bagi sebarang integral eliptik yang terkait:

u= jf o =sntx (41)
o/ 1-x Ja-tx?)
Dan serupa pula dengan (40) dituliskan inversi untuk (41):
snu=x=sing (42)
[cf. persamaan (36)]. Dimana secara khusus snu dinamakan fungsi eliptik Jacobi.
Mirip dengan fungsi-fungsi trigonometrik, dapat pula didefiniskan fungsi eliptik

Jacobi cnu melalui hubungan:

cnu =+/1-snu =COS @ (43)

Tinjau kembali integral eliptik versi Legendre pada persamaan (34), jelas terlihat bahwa:
du 1

do J1-kZsin?e

Berdasarkan hubungan (44) dapat pula didefinisikan fungsi dnu melalui pendefinisian

(44)

berikut:

dnu:z—wzwll—kzsnzu (45)
u

Jelas bahwa fungsi-fungsi tersebut memenuhi hubungan:

cnu+sn?u=1 (462)
dn2U+k25n2u:l (46b)
Selanjutnya, untuk mengetahui turunan bagi masing-masing fungsi terhadap
“variabel” u:
d(snu): d(5|n¢):cos(pd—¢=cnudnu (47a)
du du du
d(cnu)= d(cos¢):_sin(pd—¢=—snudnu (47b)
du du du
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d(dnu) d 7 - ) k?singcosp do )

= |41-k =———F "7 77 —_k a7

1 du(\, sing 2o, U snucnu  (47c)
Q

5. Contoh Penerapan dalam Fisika
Sebagai contoh kasus sederhana kita tinjau gerakan bandul sederhana yang terjadi
akibat dipengaruhi oleh gaya gravitasi.

Gambar 1.

Berdasarkan hukum kedua Newton, penggambaran dinamika gerak bandul
dengan massa m tersebut diberikan oleh persamaan diferensial berikut:

2
9% __Ying (48)
dt? I

Persamaan (48) dapat dipecahkan manipulasi sebagai berikut; kalikan kedua ruas

persamaan dengan dé/dt, sehingga

2
47049 9499 (49)
dt? dt | dt

2 2

Kemudian berdasarkan identitas d_ed_&zli(d_ej dan —sined—H:d(COSH),

dt? dt  2dt\ dt dt dt

Selanjutnya kalikan persamaan (49) dengan ml? sehingga persamaan (48) dapat kembali

dituliskan sebagai berikut:

2
4 imlz[d—ej —mglcosd |=0 (50)
dt| 2 dt
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Suku pertama pada ungkapan persamaan di atas tidak lain merupakan energi kinetik dari

2
bandul tersebut Eg =%mlz(z—fj sedangkan ungkapan suku kedua tidak lain

merupakan energi potensial bandul Ep =-mglcosé yang diukur dari pangkal tali,
sehingga jelas suku pada kurung siku tersebut adalah energi total bandul E . Karena ruas
kanan persamaan (48) sama dengan nol, maka ungkapan di dalam kurung siku pada ruas
kiri harus merupakan sebuah konstanta:

%mlz((:j—sz —mglcosd =E (51)
dimana E > 0. Dengan sedikit manipulasi akhirnya diperoleh:

?j—te = (ZI_QT/Z migl +cosd (52)
yang merupakan persamaan diferensial nonlinier orde satu. Persamaan (51) dapat
diselesaikan secara implisit dengan mengubahnya menjadi:

12
(Z_QJ dto—_ 349 (53)
I / E
——+c0sé
mgl
Sehingga solusinya adalah:

t 12 0

() -] =

0

0 £+cose
\ mgl

Y20
t:( | J jd—e (55)

o
g 0 i+cos€
mgl

atau

Ruas kanan pada solusi implisit (55) dapat ditransformasikan menjadi integral eliptik.

Untuk memperolehnya, gunakan identitas trigonometri cosd =1—2sin? 0/2 kemudian

12
definisikan k = (ilJrlj sehingga ungkapan (56) berubah menjadi
mg
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Y20
t:(Lj [ a9 (56)
29) 5k -2sin26/2

Kemudian definisikan sing/2=ksing/v2 dengan cos(6/2)d6 =2k cosgdg,

sehingga
124
t:(lj | d¢ (57)
9) o41-kZsin?g¢/2

Selanjutnya tinjau integral pada ruas kanan persamaan (57), misalkan x =sin¢g dengan

dx =cos¢d¢ dan cos? ¢p=1- X2, sehingga:

¢ dg X dx
= (58)
£J1—k2sin2¢/2 El).\/l—xz\/l—kzxz/z
dan jelas bahwa:
f dx dg
u= = (59).
!).\/1—x2\/1—k2x2/2 g\/l—kzsinzgzﬁ/z

Dari sini, kita dapat memformulasikan solusi eksplisit bagi persamaan nonlinier (48)

dengan menuliskan kembali integral (56) sebagai:

t= (éjw snl(sin ¢) = (éjm snt [(ﬁ sin g/ 2)/ k] (60)

sehingga dengan demikian solusi eksplisit yang dicari adalah:

o(t)= 23in1{%sn K%}Vzt} } (61)

dengan modulus k/+/2 .
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BAB 13

SOLUSI DERET PERSAMAAN DIFERENSIAL BIASA

1. Pendahuluan

Pada Bab 8 buku Fisika Matematika I, kita telah membahas beberapa teknik untuk
memecahkan persamaan diferensial biasa (PDB) secara analitik, sehingga diperoleh
solusi yang bersifat eksak dalam bentuk fungsi tertentu. Pada umumnya, tidak semua
persamaan diferensial biasa dapat dipecahkan melalui teknik-teknik tersebut, sehingga
diperlukan metode lain seperti metode numerik, metode solusi deret atau metode-metode
lainnya. Pada bab ini, secara khusus dibahas metode penyelesaian untuk kelas-kelas PDB
tertentu melalui metode penyelesaian solusi deret polinom.

Pada dasarnya, solusi deret ini dalam batasan tertentu dapat pula menghasilkan
solusi eksak yang terkait dengan fungsi eksak non-polinomial. Tetapi pada umumnya,
solusi yang menghendaki kehadiran deret yang jumlahnya tidak berhingga tersebut belum
tentu dapat dinyatakan dalam bentuk fungsi eksak non-polinomial. Sebagai contoh
sederhana, tinjau PDB berikut:

y'=-y 1)
dengan y" =d?y/dx? . Jelas, bahwa PDB (1) memiliki solusi:
y = ACoS X + Bsin x 2

dengan A dan B. Sekarang kita misalkan bahwa solusi bagi PDB tersebut berbentuk

deret polinom yang dituliskan sebagai berikut:
y= ZCan 3)
n=0

dengan c, merupakan koefisien ekspansi yang dapat berbentuk bilangan kompleks.

Substitusikan persamaan (3) ke dalam persamaan (1) dengan (buktikan!):
y"=> n(n-1)c,x"?
n=2

sehingga diperoleh:

0

n(n-1)c,x"? ==Y c,x" (4)
n=2 n=0
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Perhatikan bahwa penjumlahan pada ruas kiri dan kanan persamaan (4) tidak sama. Agar
penjumlahannya memiliki struktur yang sama, kita pergunakan indeks boneka m,
dimana m=n-2, selanjutnya, indeks boneka pada suku di ruas kanan persamaan (4)
kita gantikan juga dengan m sehingga diperoleh persamaan dalam bentuk berikut:

i (m+2)(m+1) ¢ x™ Zc x™ (5)

m=0
Dari sini dapat dengan mudah dilihat bahwa kita dapat mendefinisikan hubungan antara

c, dengan c,,,, melalui hubungan:

1
M2 = T ) meD)

yang diperoleh dengan menyamakan pangkat variabel x. Kita tinjau terlebih dahulu

(6)

untuk m=0 dan m=1:

1 1
Ch=———Cy, Ca=——"—C 7
2=751% B354 (7)

Sekarang kita gunakan koefisien-koefisien ¢, dan c; untuk memperoleh c, dan cg:

1
——C,, Cc =———C 8
4x3°2 57 54" ®

Dengan mensubstitusikan persamaan (7) ke dalam persamaan (8) diperoleh:

C4:—

1 (-1)
=—————Cy=—2C 9a
4 4x3x2x1 0 41 0 (%)
1 (-1)
Cg=———————C; =——2C %
® T 5x4x3x2x1 T 51 * (%)

Dari hubungan-hubungan di atas, jelas bahwa secara umum untuk c, lainnya

dengan m>2 yang genap dan ganjil dapat diperoleh melalui hubungan rekursi berikut
(buktikan!):

Cy = (- )m/zaco, m genap (10a)
Crm =(—1)(m+1)/ 2%01, m ganijil (10b)

Dengan demikian, ekspansi deret yang diberikan pada persamaan (1) dapat dituliskan

dalam basis ¢, dan c; sebagai berikut:
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o]

y=co > (Y re 3 (R (12)

m=genap : m=ganjil

Jika Kkita uraikan secara eksplisit ungkapan (11) sebagai berikut:

2 4 6 3 5 7
X X X X X X
y:Co[l—a+Z—a+...]+cl(x—§+a—ﬁ+..} (12)
COSX sinx

Berdasarkan uraian Taylor, deret dengan koefisien c, dan c; tidak lain adalah cosx dan
sinx . Dengan menyamakan ¢, = A dan c; = B, maka solusi PDB (1) yang diberikan

oleh persamaan (2) diperoleh kembali.

Persoalan di atas adalah contoh dimana solusi deret (12) yang diperoleh dapat
dinyatakan dalam bentuk fungsi tertentu, yang alam hal ini adalah cosx dan sinx.
Sebagaimana telah disinggung di awal, bahwa hal ini tidak berlaku umum. Selanjutnya,
dari solusi (12) jelas terlihat bahwa masing-masing deret polinom bersifat konvergen, dan
ini adalah kondisi yang harus dipenuhi agar deret tersebut merupakan solusi bagi PDB
terkait.

2. Metode Frobenius

Secara umum, suatu PDB dapat memiliki beberapa buah solusi sekaligus. Tetapi,
berdasarkan solusi deret yang dicontohkan pada bagian pendahuluan di atas, kita hanya
memperoleh satu jenis solusi. Untuk mengantisipasi hal tersebut, telah diperkenalkan
suatu metode solusi deret yang secara khusus dinamakan metode Frobenius. Sedikit
berbeda dengan bentuk ekspansi polinom yang diberikan oleh persamaan (3), pada
metode Frobenius ini bentuk ekspansi polinom-nya diberikan oleh:

y= zcnxn+s (13)
n=0

Telah diperkenalkan parameter riil baru, yakni s, pada ekspansi (13) yang akan
diperlihatkan kemudian dapat menentukan jumlah solusi yang mungkin bagi PDB terkait.

Untuk melihat hal tersebut, ada baiknya jika kita meninjaunya melalui contoh

sebagaimana yang dilakukan dalam bagian pendahuluan. Tinjau PDB berikut:

x2y”+4xy’+(x2 +2)y:0 (14)
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dengan y’=dy/dx. Berdasarkan ekspansi (13) maka untuk y' dan y” masing-masing

diberikan oleh:

y'=> (n+s)c,x"* ! (15a)
n=0
y = (n+s)n+s-1)c,x"*? (15b)
n=0

Substitusikan ungkapan (15) ke dalam persamaan (14) diperoleh:

> (n+s)n+s-1)c,x"** +4(n+8)c, xS +2¢,x"° +¢,x"2 =0 (16)
n=0

Perhatikan suku terakhir pada ruas kiri persamaan (16): chx”+S+2 , dengan mengganti
n=0

n — n—2, maka ungkapan tersebut dapat dituliskan kembali dalam bentuk berikut:
D Cpox™ (17)
n=2

sehingga persamaan (16):

Ms

(n+skn+s-1)c,x"° +4(n+s)c,x™* +2c,x"° + > ¢, ,x""* =0 (18)
n=2

T
o

atau
(52 +3s+ 2)(:0xS +(s2 +55+ 6) xS+

> ® 19
D (n+s n+s=1)c,x™ +4(n+5s)c, X" +2c,x™ + D¢, H,x" =0 39)
n=2 n=2

dimana dua suku pada baris pertama persamaan (19) berasal dari n=0 dan n=1. Di

pihak lain, hubungan rekursif untuk c,, untuk n> 2 diberikan oleh:

Cho =—{(n+s)n+s-1)+4(n+s)+2]c,

20
— n+s)(n+s+3)+2]c, @0)

Sedangkan untuk n =0 yang terkait dengan x* berlaku kondisi:
(s2+35+2)cy =0 1)

Karena secara umum ¢ # 0, sehingga dengan demikian:
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s2+35+2=0 (22)
Persamaan (22) secara khusus dinamakan sebagai persamaan indicial. Dari sini diperoleh
harga yang mungkin untuk parameter s adalah:
s=-2dan s=-1 (23)

Selanjutnya tinjau untuk n =1 yang terkait dengan x** perlaku pula kondisi :
(s2+55+6)c; =0 (24)

Untuk kasus dengan s = -2, dapat dengan mudah dibuktikan bahwa s2+5s5+6=0, dan

dengan sendirinya persamaan (23) terpenuhi. Di pihak lain, untuk s=-1,

s2+55+6#0, sehingga persamaan (23) menghendaki ¢; =0.

Setelah diperoleh harga dari parameter s, selanjutnya dapat dicari solusi bagi
masing-masing harga. Sebelumnya, kita tuliskan kembali hubungan rekursif (20) dalam
bentuk:

_ —Cp2
n “(n+s)(n+s+3)+2 =

Tinjau untuk s =-2, dimana hubungan (25) menjadi:

Cp = “Cn2_ ynpuk n> 2 (26)

n(n-1)

Untuk kasus n genap diperoleh:

_~C% . _% . _C _(_1y2 %o
©2=7, ’C4_4!’06_6!"”’C”_( ) n! @7

Sedangkan untuk n ganjil

—c c —C 1)/2 C
C3 :T'l’ Cs :5_1I’ C7 :7_11 ¢y =—(-1)™Y n_1I #9)

Dengan demikian berdasarkan eksapansi (17) solusi yang diperoleh adalah:

0 n 0 n
y=x?[co+co . (-1)"2 X—| +ox—¢ Y. (- 1))/ 2 X—' (29)
n=genap>2 n: n=ganjil >2 n:

Dengan sedikit manipulasi, serta mengacu pada deret (12), solusi (29) dapat diubah

menjadi:
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00 n 00 n
y=cox? > (—1)”/2%+c1x‘2 X— Y ()2 X1 (30

n=genap=>0 : n=ganjil >2 n!
sehingga bentuk tertutup persamaan (30) adalah:
_ Cp COSX+CqpSin X

X2

(31)

Selanjutnya tinjau kasus dengan s = -1, dimana hubungan rekursi (25) diberikan

oleh:

_Cn—z
C, = ,untuk n>2 32
" n(n+1) (32)

Mengingat untuk kasus ini ¢; =0, maka c, =0 untuk n ganjil, sedangkan untuk n

genap diberikan oleh:

—Co Co Co n2  Co
Ch=—,C4=—,C =—,...,C, =(-1)"° —— 33
23!“5!67!”()(n+1)! (33)

sehingga solusinya adalah:

o]

_ -1 n/2 x"
y = CoX ()" (34)
n:gezn(:apzo n+ 1)!

—

Dengan mengubah persamaan (34) menjadi:

0

y=cox® 3 oy X (35)
n=genap>0 (n + 1)!

diperoleh bentuk tertutupnya adalah:
_ Cpsinx

X2

(36)

Terlihat bahwa bagian dengan koefisien ¢; pada solusi (31) sama dengan solusi (36).
Dengan kata lain dapat disimpulkan bahwa solusi y ~ sin x/x2 , pada dasarnya terkait
dengan s=-2 dan s=-1 sekaligus, sedangkan y ~ cos x/x2 terkait dengan s=-1
saja.

Sebagai catatan akhir, secara umum metode Frobenius dapat dipergunakan untuk
memecahkan PDB dalam bentuk:

p(x)y"+q(x)y +r(x)y =0 (37)
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dimana p(x), q(x) dan r(x) merupakan polinom dalam x. Untuk memperoleh

persamaan indicial bagi parameter s dilakukan dengan memasukkan ekspansi (13) ke
dalam PDB terkait dan selanjutnya dengan mengelompokkan suku-suku dengan pangkat

x terkecil. Perlu ditekankan bahwa metode ini tidak selalu berhasil dalam penerapannya.

3. Persamaan dan Polinom Legendre
Selanjutnya, dengan menggunakan metode Frobenius kita akan memecahkan
salah satu PDB yang banyak ditemui dalam Fisika yang dikenal sebagai persamaan

Legendre dalam bentuk berikut:
(1—x2)y”—2xy’+l(l+l)y:0 (37)

dimana x% <1 sehingga bisa diparametrisasi oleh sudut ¢ melalui fungsi cosé@ dan
I >0 merupakan bilangan integer. Persamaan (37) banyak dijumpai untuk problem yang

menyangkut sistem koordinat bola.

3.1. Solusi PDB Legendre
Berdasarkan ekspansi (13) dan turunannya (15) diperoleh:

i(n +s)n+s—1)c x" 2 —[(n+s)(n+s+1)+1(1+1)c,x"** =0  (38)
n=0

Dengan mengatur kembali indeks n — n+ 2 didapatkan bentuk:

i(n +5+2)n+s+1)c,, X" - i[(n +s)(n+s+1)-1(1+1)]c,x"** = 0(39)
n=-2 n=0

atau
s(s—1)cox 2" +s(s+1)e x M +
2 (40)
D (n+s+2)(n+s+1)c, o x" =[(n+s)(n+s+1)-1(1+1)c,x"** =0
n=0
Terlihat bahwa suku pertama pada baris pertama persamaan (40):
s(s-1)=0 (41)
merupakan persamaan indicial terkait dengan akar s =0 dan s =1. Sedangkan dari baris
kedua persamaan (40) diperoleh hubungan rekursif:
(n+s)n+s+1)-1(1+1)
CI’]
(n+s+1)fn+s+2)

Chip = (42)
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Tinjau kasus dengan s =1. Pada kasus ini, jelas terlihat bahwa suku kedua pada
baris pertama persamaan (40): s(s +1)c;, menghendaki ¢, = 0. Sehingga mengakibatkan
semua koefisien dengan n ganjil berharga nol. Di pihak lain, hubungan rekursif untuk
kasus ini diberikan oleh:

o (n+1)n+2)-1(1+1)
n+2 (n+2)n+3)

Sekarang kita tinjau untuk kasus | =0. Dapat dengan mudah diperlihatkan bahwa solusi

C,, Untuk n genap (43)

yang terkait adalah (buktikan!):

12 1.4 1 — 1 _om
=XCol 1+ =X“+=X"+=X"...|=XC X 44
y 0[ 3" 5 7 j ﬂ%@m+1 (“44)

Karena selang untuk variabel x adalah —1<x <1, maka salah satu syarat yang harus
dipenuhi adalah deret yang dibentuk harus konvergen pada x% =1, walaupun deret

tersebut konvergen untuk x? <1. Pada titik x? =1, kita memiliki deret

l+1+1+1...:z L (45)
3 5 7 o2m+1
Melalui uji integral berikut:
[~ —dm=c (46)
2m+1

terlihat bahwa deret tersebut tidak konvergen. Sehingga dapat disimpulkan bahwa deret
tersebut bukan solusi untuk PDB Legendre dengan | =0.
Melalui cara yang sama tetapi jauh lebih rumit dapat diperlihatkan bahwa untuk

PDB Legendre dengan | =0, kasus s=1 tersebut juga tidak memberikan deret yang

konvergen pada x® =1. Dapat disimpulkan bahwa kasus dengan s =1 tidak memberikan
solusi bagi PDB yang dimaksud.

Selanjutnya tinjau kasus dengan s =0, dimana hubungan rekursifnya diberikan
oleh:

n(n+1)-1(1+1)
“2 = rn+2) O )

Berbeda dengan s =1, pada kasus ini secara umum c¢; = 1. Perhatikan ungkapan
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n(n+1)-1(1+1) (48)
pada hubungan rekursif (47). Melalui manipulasi berikut bentuk tersebut dapat diubah
menjadi:

n(n+1)—-1(1+1)=n%+n—-12 -
2_|2

n +n-—1
(n+1)n=1)+(n-1) )

(n=1)n+1+1)

Sehingga (47) berubah menjadi:
_(n=1)n+1+1)

Chio = C 50
L Y ) B 0

atau dalam bentuk yang lebih menguntungkan:
(I-=n)n+1+1) (51)

Chio =— C
n+2 (n+1)n+2)
Seperti halnya dengan contoh-contoh sebelumnya, maka pada kasus ini pun terdapat dua

konstanta yakni ¢, dan c; yang masing-masing terkait dengan c, genap dan ganjil

melalui hubungan rekursif (51). Selanjutnya jabarkan solusi terkait dengan memisahkan

antara bagian dengan n genap dan ganjil sebagai berikut:

- Co[l_ I(I +1)X2 10 = 2)(1 -+ 1)1 +3)X4 . 1(1=2)(1 = 4)1+2)(1+3) +5)X6 +j

2! 4 6!
(=20 + 2)X3 . (1=2)1=3)(1 +2) +4)X5
3! 5!
A (-1)1-3)1-5)1 +2)1 +4)i +6) 7

7!
(52)

Tinjau sebagai contoh pertama kasus dengan | =0, dimana solusi (52) berubah menjadi:
1, 1 4 15
=Cop+XCq |1+ =X"+=X"+=X" +.... 53
y=¢Co 1( 3 5 7 j (53)
dimana suku-suku lainnya untuk koefisien c, lenyap akibat perkalian dengan 1=0.

Terlihat bahwa untuk x2 =1, suku dalam kurung pada ruas kanan persamaan membentuk

deret harmonik:
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1+1+1+£+.... (54)
3 5 7

yang divergen. Jelas agar solusi tersebut memenuhi syarat konvergensi pada selang

X| <1, maka harus diambil ¢, =0, sehingga solusi yang dimaksud adalah:

y=C¢o (55)

Kemudian selanjutnya tinjau untuk kasus | =1, dengan solusi terkait berbentuk:

y:co(l—xz+%x4+%x6+....j+clx (56)

Menarik, bahwa pada kasus ini pun untuk x? =1, suku dalam kurung pada ruas kanan
solusi (56) juga membentuk deret harmonik (54) yang divergen. Dengan demikian jelas

bahwa solusi yang benar untuk kasus | =1 adalah dengan mengambil ¢, =0, sehingga

solusinya adalah:

y =CX (57)
Sebagai contoh terakhir, tinjau kasus dengan | = 2. Solusi (52) tereduksi menjadi:
1 1 4
=coll—3%? )+ xc 1——x2——x4——x6+....j 58
y 0( ) 1( 3 c 3 (58)

dimana untuk x? =1 solusi tersebut konvergen jika c¢; = 0, sehingga solusinya adalah:

y =co(1-3x2) (59)
Melalui cara yang sama, solusi-solusi lainnya yang terkait dengan | > 2 dapat dibentuk.
Pada pasal berikut akan ditunjukkan bahwa solusi PDB Legendre tersebut membentuk
suatu polinom yang dinamakan Polinom Legendre.

Berdasarkan solusi deret bagi PDB Legendre yang telah diperoleh, terlihat bahwa
yang memberikan solusi hanya dari akar persamaan indicial s =0. Secara umum, untuk
bentuk PDB dalam bentuk persamaan diferensial (37) berlaku teorema berikut; jika bagi
fungsi polinom p(x) pada PDB tersebut berlaku p(0)= 0, maka dalam kasus tersebut
hanya s=0 yang memberikan solusi konvergen. Dalam kasus PDB terlihat bahwa
p(x)=1—x2, dimana p(0)=1. Sedangkan jika p(0)=0, maka akar-akar persamaan

indicial s = 0 dapat memberikan solusi yang konvergen.
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3.2. Polinom Legendre
Telah kita peroleh solusi bagi PDB Legendre untuk kasus | =0, 1 dan 2 sebagai
berikut:

Yo(X)=co, y1(x)=c1x, yz(x)=c0(1—3x2) (60)
dengan y =y, (x) dimana subskrip | menunjukkan bahwa y, adalah solusi untuk harga
| terkait. Berdasarkan solusi tersebut, polinom Legendre P, (x) didefinisikan sebagai
polinom yang terkait dengan solusi-solusi tersebut dimana kondisi P(1)=y,(1)=1
berlaku. Misalkan untuk | = 2, dari kondisi y,(1)=1 menghendaki ¢, = —1/2, sehingga

polinom Legendre yang terkait adalah:
P, (x)= %(:ax2 —1) (61)

Dengan cara yang sama diperoleh Py(x)=1 dan Pj(x)= x, sedangkan polinom untuk |
lainnya dapat dicari dengan mengatur kembali solusi (52) dan mengkondisikan y, (1)=1.

Tetapi jelas cara itu tidak efektif, mengingat kita harus mengatur kembali deret tersebut.
Secara sederhana, polinom Legendre dapat diperoleh dengan cara yang relatif mudah

melalui formula Rodrigues berikut:

1 d [, |
P (x)=———(x?-1 62
() 2'I!dx'( ) ©2)
Untuk | =0:
1 d%(, o 14d1
Py(x)=———(x?-1) = ———=1 63
o) =001 6 b -3) 1141 ©3)

Sedangkan untuk | =1:
1 2
YRS Y O A 9 )
241 dxt 2.1 dx

Dapat dengan mudah dibuktikan bahwa polinom Legendre (61) dapat pula diperoleh dari
formula tersebut.

Tinjau fungsi berikut:

®(x,h)=v1-2xh+h? (65)
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dengan |h| < 1. Uraian Taylor disekitar h =0 bagi fungsi tersebut adalah (buktikan!):
o(xh)=1+ xh+2(3x 1h? 4. (66)

Terlihat bahwa tiga suku tersebut tidak lain adalah polinom-polinom Legendre sehingga
uraian tersebut dapat dituliskan kembali dalam bentuk berikut:

®(x,h) = h®Py(x)+ hP,(x)+h?P,(x Zh P (x (67)

Fungsi d)(x,h) secara khusus dinamakan sebagai fungsi pembangkit (generating
function) bagi polinom Legendre.
Untuk membuktikan bahwa ekspansi Taylor (67) memang merupakan polinom

Legendre tinjau diferensial berikut:

-x )az_cp_z o0 _3lL-x2)n?  2xh
a2 T x 0¥2 @¥2

(68)

yang bentuknya diambil mengacu pada PDB Legendre (37). Selanjutnya dapat dibuktikan

bahwa suku pada ruas kanan persamaan (68) adalah:

2|2 2
3(1—>; h? 20 o2 (ho) )
® /2 CD3/2 ah2

Sehingga persamaan (68) menjadi:

—2Xx—+h
ox? OX oh?

Selanjutnya dengan mesubstitusikan ekspansi (67) diperoleh:

(1— xz);—Z(éh' R (x)} = ZX%[éh' P (x)} + h;—zz[é h'*p (x)] =0 (71)

(_Xz)62_® oD az(hcp)zo 70)

atau

(1— )i 2thP, +|(|+1)ih'P,(x)=o (72)

1=0
dengan P"=d?R /dx? dan P/ =dP /dx. Karena penjumlahan pada PDB (72) tersebut
memiliki pangkat yang sama dalam h, maka untuk setiap orde-nya berlaku:

fL-x? )= 2xR/ +101+1)R, =0 (73)
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yang tidak lain merupakan PDB Legendre, sehingga dengan demikian P,(x) pada

ekspansi (67) adalah polinom Legendre.

3.2.1. Hubungan rekursi

Salah satu kegunaan dari fungsi pembangkit ini adalah untuk memperoleh
hubungan rekursi di antara polinom Legendre yang berbeda orde. Tinjau identitas
berikut:

o0 oD
x—h)—=h"— 74
(x=h)=-=h— (74)
Dengan mensubstitusikan ekspansi (67) diperoleh:
(x=h)> h'p=hYIh"'R =S In'R (75)
1=0 1=0 1=0
atau
> xh'p =Y W' =>In'p (76)
1=0 1=0 1=0

Selanjutnya kita samakan orde dari masing-masing suku dengan mengantikan | —>1-1

untuk suku dengan h'+, sehingga:
'R =3h'Ry = I (77)
1=0 = I=1

Sehingga dengan demikian diperoleh untuk setiap h' dimana |>1 hubungan rekursi
berikut:
XP(x) = By () = 1R (x) (78)
Melalui manipulasi yang serupa terhadap identitas lain seperti persamaan (74),
dapat pula diperoleh beberapa hubungan rekursi lain diantaranya:

(21 +2)R () = Py (x) - Py (%) (79a)
P(%) = xRy (x) = 1P (x) (79b)
(1— x2 )P,’(x) =P, (x)-IxP (x) (79¢)

3.2.2. Ortogonalitas
Salah satu sifat penting yang dimiliki polinom Legendre adalah ortogonalitasnya,

dimana:
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1
[P (P (x)dx =0, jika | =k (80)
1

Untuk membuktikannya, tinjau PDB (37) untuk P, (x) dan Py (x)dalam bentuk berikut:

%[(- )‘jjﬂﬂ(lﬂ)a 0 (812)
d
%{( _XZ)%}k(m)pk ~0 (81b)

Kemudian kalikan persamaan (8la) dengan P, (x) dan (81b) dengan P (x), lalu
integrasikan dengan batas —1 sampai 1:

iji[(l X )P,]dx+| |+1jP,Pkdx 0 (82a)
-1

IPI—[(l X )Pk]dx"'k k+1IP|PkdX 0 (82b)
-1

Selanjutnya kurangkan persamaan (82a) dengan (82b):

jpki[(l X )P,]dx jp,i[(l X )Pk]dx+||+1jP,Pkdx kk+1J.P,Pkdx 0
-1 -1

(83)

dan evaluasi integral berikut:
_[Pk%[(l—xz)ﬂ’] dx— [P %[(1—x2)Pk']dx (84)

Melalui integrasi perbagian diperoleh untuk masing-masing integral pada persamaan (83)

sebagai berikut:

jpki[(l X P,]dx_ PkH’_)H

= —}(1— XZ)P,’Pk’dx
-1

1 X P| PkdX

(85)

Dengan cara yang sama diperoleh pula:
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o Shothla Jhothme o
-1 dx -1

Sehingga dengan demikian persamaan (83) menjadi:

[1(01+1)-k(k +1)]}P, P.dx =0 (87)

Jelas bahwa jika | = k , maka berlaku sifat ortogonalitas (80).

Berdasarkan sifat ortogonalitas tersebut, polinom Legendre dapat digunakan
sebagai basis untuk menyatakan sebarang polinom lainnya atau dengan kata lain polinom
tersebut dapat dipandang sebagai basis dari sebuah ruang vektor linier yang elemennya
adalah fungsi-fungsi polinomial. Misalkan kita memiliki sebarang polinom berorde n,

Qn(x), maka polinom tersebut dapat dibangun atas superposisi polinom Legendre

sebagai berikut:

Qn (X) = agPy (X)+ ay Py (x)+ 2, P, (x) +.... (88)
dimana ortogonalitas-nya menjamin kondisi bebas linier berikut:
O = ao PO (X)+ a.lpl(X)+ a.2 P2 (X)+ ..... (89)

jika dan hanya jika seluruh a, = 0. Berdasarkan hal ini, jelas bahwa terhadap polinom

Legendre Pj(x) sebarang polinom Q,(x) berorde n dimana | > n berlaku:

1

j P (x)Q,(x)dx =0 (90)

-1

1
Contoh 3.1. Tinjau polinom Q; (x)= x —1. Tunjukkan bahwa .[Pz (x)Qq(x) dx =0
]

dengan P, (x): (3x2 —1)/2 adalah polinom Legendre orde dua Evaluasi integral berikut:

}P2(X)Q1(X) dx = }%(&(2 _1) (x~1) dx
:%i(3x3 —3x2 —x+1) dx

_ 1134 3 12
214 2

1
=0

-1
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Kelengkapan polinom Legendre lainnya yang penting adalah normalisasi polinom
tersebut yang didefinisikan sebagai:

1
2 1
I[H (x) ]*dx N2 (91)
-1
dengan N merupakan faktor normalisasi. Untuk mengevaluasi integral (91), gunakan

hubungan rekursi (78) yang dikalikan dengan P, (x) dan diintegrasikan dengan batas —1

sampai 1 berikut:

TR~ @ (R~ [ R () @

Perhatikan integral kedua pada ruas kanan persamaan (92), berdasarkan sifat yang

ditunjukkan pada persamaan (90) integral tersebut berharga nol mengingat B,

merupakan polinom yang orde tertingginya adalah | —2, karena selain berindeks | -1,
juga telah diturunkan terhadap x. Selanjutnya, evaluasi melalui integrasi perbagian
terhadap integral pertama pada ruas kanan persamaan (92), yakni dengan memilih
u = xP(x) dan dv = P/(x)dx, menghasilkan (buktikan!):

1

——I[P. Pax=1- [R(]ax ()

_[XPI X)P(x)dx ——[Pl

Sehingga persamaan (92) menjadi:
1 1

JIR (P ax =1 [P (x)]ox (94)

-1 -1

Dari sini dengan mudah diperoleh bahwa:

[IR (P o= -2 )

-1

dan faktor normalisasi yang dimaksud adalah:

2l +
N 96
i (96)
Hal ini mengindikasikan bahwa polinom:
2l +1
> A (97)
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merupakan polinom Legendre yang ortonormal.

4. Fungsi Legendre Terasosiasi
Tinjau bentuk PDB berikut:

m?
(1—x2)y"—2xy'+{l(l+1)—1 2}y:O (98)
—X

dengan m? <12. PDB tersebut memiliki solusi yang terkait dengan polinom Legendre

P (x). Melalui transformasi berikut:

y=(1—x2)m/2

w (99)
Sehingga PDB (98) menjadi:
(1— x? )W" —2(m+2)xw' +[I(1 +1)-m(m +1)jw =0 (100)
Jelas terlihat bahwa untuk m =0, persamaan tersebut tereduksi menjadi PDB Legendre
sehingga solusinya adalah w(x)=P,(x). Dengan mendiferensiasikan persamaan (100)
terhadap x diperoleh bentuk:
(1— x2 )w"’ —2xw" = 2(m+1)w +xw")+[I(1+1)-m(m+1)]w' =0 (101)
atau
(1— x2 )v” —2[(m+1)+1xv' +[I(1 +1) = (M+1)m +2)jv =0 (102)
dengan solusi v =w'(x)= P/(x) untuk m =0. Pada kondisi ini, PDB (102) berbentuk:
(- x2 "= axv' + 11 +1)- 2v =0 (103)
atau dalam bentuk yang serupa dengan PDB (100), PDB (103) dapat dituliskan sebagai :
(l—xz)v"—Z(m +xv' +[I(1+1)-m(m+1)jv=0 (104)
dengan m =1. Sehingga dengan demikian jelas bahwa v = P,’(x) merupakan solusi bagi

PDB (100) dengan m =1. Melalui cara ini, solusi PDB tersebut dapat diperluas untuk

sebarang m yakni:

w(x) = ddeL:n(X) (105)

Sedangkan solusi untuk PDB (98), berdasarkan transformasi (99), diberikan oleh:
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0= (=22 (109

Fungsi P,m(x) secara khusus dinamakan sebagai fungsi Legendre terasosiasi

(associated Legendre function) yang dapat pula diperoleh melalui formula Rodrigues
berikut:

) Lot () a0

Sedangkan sifat ortogonalitasnya diberikan oleh:

. 0 , 1=Kk
_[P,m(x)Pkm (x)dx = (108)
b 2 (k+m)
—F”n , I=k
21+1(k —m)!

Dalam Fisika, PDB dengan bentuk serupa dengan (98) juga kerap kali muncul.

5. Persamaan dan Fungsi Bessel

Sebagaimana halnya dengan persamaan Legendre, persamaan Bessel berikut:
xzy”+xy'+(x2 —vz)y:O (109)

dengan v merupakan sebarang konstanta (tidak perlu integer), banyak dijumpai pada
persoalan-persoalan di dalam Fisika, terutama untuk problem yang terkait dengan
koordinat silinder.

Kembali kita gunakan metode Frobenius dengan mensubstitusikan ekspansi (13).
Perhatikan, dengan mengacu pada bentuk umum PDB (37) jelas bahwa untuk PDB (109)
p(0)=0, sehingga pada ekspansi yang diambil s=0. Substitusi ekspansi (13)
menghasilkan (buktikan!):

0

(32 —vz)coxS +[(s +1)? —vz]clxl+S +> {[(n+s)2—v2]cn +cn_2}><”+S =0

n=2
(110)

Jelas terlihat bahwa persamaan indicial terkaitnya adalah:
s2-v2=0 (111)

dengan akar-akar s = +v, yang menghendaki ¢; =0.
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Dari suku ketiga pada ruas kiri persamaan (110) terlihat bahwa hubungan rekursi

bagi koefisien c, dengan n>2 genap dan s =v diberikan oleh:

Ch—2 Ch-2
Ch =— =— (112)
n (n + V)2 — V2 n(n + ZV)

Selanjutnya, untuk memperoleh bentuk yang lebih mudah dikenali, lakukan transformasi

n — 2n sehingga hubungan (112) berubah menjadi:

Con—2 Con—2
C — 113
2n 2n(2n4—2v) 22n(n_%v) ( )

Dengan memanfaatkan fungsi Gamma dengan relasi berikut:

r(n+v+1)=(n+v)I(n+v) (114)

maka hubungan rekursi (113) kembali dapat dinyatakan sebagai:
Con_ol(N+V)
22n(n+v+1)

Con = - (115)

Untuk memperoleh bentuk umum hubungan (115), kita tinjau terlebih dahulu bentuk

eksplisit untuk masing-masing koefisien:

¢, - 2(:01“(1+v) (1162)
2% x1x (2 +V)
cI(2+v)  cel@+v)r2+v)  celd+v) (116b)
22x2xT(B+v) 2*x2IxT(2+V)T(3+v) 2% x2Ix[(3+V)
o Cal(3+v)  cl@+v)I2+v)T@E+v)  cl(l+v)
© 22x3xI(4+v)  28x3T(2+v)FB+v)I(4+v) 28 x3x[(4+v)
(116c)
Dari pola di atas, terlihat bahwa:
¢ = (12 col'(1+V) (117)
2" x(n/2)xT(n/2 +v +1)
Sehingga dengan demikian solusi yang diperoleh adalah:
=0 § T
- n/2)IIrn/2+v+
n=genap (118)

P Y (2, Gollry) (1)

n—ganap (n/2)r(n/2+v+1)\ 2
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Selanjutnya dengan menggunakan hubungan dan identitas:

(n/2)'=T(n/2+1) (119a)
v _ov[ X !
X =2 [Zj (1190)
solusi (118) menjadi:
_~oov[ X ! S (_1)n/2 X "
Y =Co2 (2) T V)n:g%;]ap r(n/2+1)0(n/2+v +l)(2j (120)
Dengan mengambil:
1
= 121
S (i) (1)
mengakibatkan:
HEQRS (0" al
= (2) n:g%;]ap T(n/2+1)0(n/2+v+1) (Ej (122)

Pada penjumlahan dalam solusi (122) dengan n integer genap, dapat diperlihatkan bahwa
kuantitas n/2=0,1, 2, 3,...., m, sehingga dengan melakukan perubahan indeks boneka
n=2m, solusi (122) kembali dapat dituliskan sebagai berikut:

m+1)T(m+v+1){ 2

dimana penjumlahan terhadap m tidak lagi terbatas untuk integer genap saja, tetapi juga
untuk yang ganjil. Secara khusus solusi (123) yang merupakan fungsi variabel x

dinamakan sebagai fungsi Bessel jenis pertama yang disimbolkan dengan Jv(x). Dalam

bentuk lain, bentuk eksplisit fungsi Bessel dapat dinyatakan sebagai berikut (buktikan!):

0 (_1)m (Xj2m+v

Jy(x)= ) —————= 124
o) mzz‘z)m!(m+v)! 2 (129

Melalui cara yang sama, dapat ditunjukkan bahwa untuk s=-v, solusi yang

terkait adalah:

J_y(x)= i ) )(ijzn_v (125)

“ZT(n+1)r(n-v+1)\ 2
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Dibandingkan dengan Jv(x), jelas terlihat bahwa untuk beberapa suku pertama dalam

deret tersebut dapat memiliki polinom dalam x dengan pangkat negatif serta memiliki
koefisien yang berbeda. Hal ini menunjukkan bahwa untuk v yang non-integer kedua
fungsi Jv(x) dan J_V(x) merupakan fungsi yang saling bebas, artinya satu sama lain
tidak dapat dihubungkan satu sama lain. Perlu dicatat bahwa untuk v merupakan integer,

beberapa suku pertama deret tersebut berharga nol, mengingat F(— n) =0,

Contoh 3.2. Buktikan untuk v integer berlaku J_, (x)=(=1)" J,(x). Tinjau:

i (-1)" x )" .
= 2 v D (EJ ®

n=0

Dengan melakukan transformasi n = m+ v, bentuk (i) berubah menjadi:

1) i : ()™ (szmw i

S T(m+v+)r(m+1)( 2

Terlihat bahwa batas bawah m dimulai dari —v yang mengakibatkan:
I(m+1)=T(-v+1<0)=o0 (iii)
Hal ini menyebabkan suku yang berarti dalam deret (ii) dimulai dari m =0, sehingga:

0= S T ()

—=r(m+v+1)r(m+1)\ 2

Sebagaimana halnya polinom Legendre, fungsi Bessel juga memiliki hubungan

rekursi yang diantaranya adalah:

% x"JV(x)]: x'J,_1(x) (126a)
Jv—l (X)"' Jv+1(x) = 2Vx_l‘]v (X) (126b)

Sedangkan ortogonalitasnya didefinisikan sebagai:
. 0 , P#(Q
Jx3u(px)a, (@)= (127

1 1
° S3(p)=33%(p) . p=a

Berdasarkan contoh 3.2. di atas, jelas terlihat bahwa untuk v integer, J,(x) dan

J_,(x) tidak saling bebas. Dipihak lain, untuk v yang non-integer, sebagaimana telah
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disinggung di awal, keduanya saling bebas sehingga superposisi keduanya juga solusi.
Tinjau bentuk superposisi berikut:

N y (X) — Cos(ﬂv)‘s]ivn(();)\/; J -V (X) (128)

yang dinamakan sebagai fungsi Bessel jenis kedua dan dikenal dengan nama fungsi
Neumann atau Weber atau. Dapat dengan mudah dibuktikan bahwa untuk v integer
fungsi (128) menjadi 0/0. Tetapi, untuk x = 0, dapat pula dibuktikan bahwa untuk limit
v — integer menghasilkan solusi yang memenuhi PDB Bessel. Secara umum, solusi bagi
PDB Bessel (109) dapat dituliskan sebagai berikut:

y(x)= AJ, (x)+BN,(x) (129)
dengan A dan B merupakan konstanta. Berdasarkan kombinasi linier fungsi Bessel jenis

pertama dan kedua, dapat pula didefinisikan fungsi Bessel jenis ketiga atau fungsi
Hankel:

HO(x) =3, (x)+iN, (x) (130a)
H P (x) = 3, (0)=iN, (x) (130D)

Dicontohkan pada Gambar 1 plot fungsi Jo(x) dan Jg(x).

o 100 o 100

Gambar 1

Berdasarkan Gambar 1 tersebut, terlihat bahwa fungsi Bessel jenis pertama tersebut

memiliki kelakuan yang berbeda untuk harga x yang kecil dan besar. Sesuai dengan

224



fakta ini, dalam aplikasinya cukup berguna jika kita mengetahui formula pendekatan
untuk masing-masing harga. Seperti halnya untuk fungsi Bessel jenis pertama, untuk

harga x yang kecil formula pendekatannya diberikan oleh:

Jy(x)~ #(EJV (131)

rv+1)\2

Sedangkan untuk x yang besar:

J,(x)~ \/% cos[x —(2v+ 1)%} (132)

Untuk fungsi-fungsi lainnya pembaca dapat menjumpainya pada buku-buku teks standard

tingkat lanjut.

6. Persamaan Diferensial Biasa Seperti-Bessel
Tinjau PDB seperti-Bessel berikut:

Ay enlt-2aly's|(asanf +af -viad|y=0 s

dengan a;, a,, dan a; merupakan konstanta. PDB (133) memiliki solusi yang terkait
dengan fungsi-fungsi Bessel sebagai berikut:
y(x)=x% B, (azxa?’) (134)
dengan
B, (azxa3 ): Jv(azxa3 )+ N\,(azxa3) (135)
Merupaka superposisi linier dari fungsi Bessel jenis pertama dan kedua.
Contoh 3.3. Tentukan solusi PDB

xy"+by"+ky =0 0)
Dengan mengalikan persamaan di atas dengan x diperoleh.
xzy”+bxy’+kxy:0 (i)
Sehingga dengan demikian persamaan untuk konstanta-konstanta yang terlibat diberikan
oleh:
a3=%, a,a3 =k (iii)
1-2a; =b, a; =va, (iv)

225



Dari persamaan (iii) dan (iv) diperoleh a, = 27k dan a; = (1—b)/2 , sehingga:

_1-b
ak

v (V)
6. Contoh Penerapan dalam Fisika

Sebagai contoh kemuculan PDB Legendre dan Bessel, kita tinjau persamaan
Maxwell untuk divergensi medan listrik skalar dalam vakum yang dinyatakan dalam
formulasi medan skalar, dimana persamaan diferensial terkaitnya berbentuk persamaan

Laplace berikut:

VZp =0 (136)
Dalam sistem koordinat bola, persamaan (136) secara eksplisit diberikan oleh:
2
ii[rz@)+ : i[sin 9@j+—_1 TP 0 (137)
r2 or or ) r?singl| 06 90 ) sinf pp?

Kemudian tinjau kasus dengan simetri dalam ¢ dengan melakukan separasi variabel

dengan mendefinisikan solusi bagi persamaan (137) dalam bentuk berikut:
d(r,0)=R(r)e(8) (138)

dimana fungsi dalam ¢ tidak dimasukkan karena merupakan konstanta akibat simetri.

Substitusikan (138) ke dalam (137) diperoleh persamaan-persamaan untuk R dan ® :

li(ﬂ d_RJ —u (139)
R dR dr

L4 (he99) -, (139b)
®singd do do

Selanjutnya kita fokus pada persamaan (139b) yang dituliskan kembali dalam
bentuk:

_Li(sin 6’d—®j+a®=0 (140)
sin@ d@ do

Dengan melakukan transformasi variabel berikut:

u=cosd (141)
dan ©(@) — P(u), diperoleh:
90 _gingdP (142)
déo du

226



Di pihak lain, berdasarkan tranformasi tersebut diperoleh pula:

d4 —sin Hi (142)
déo du
Sehingga dengan demikian persamaan (139b) menjadi:
d 2\dP
—|l-u“)—|+aP =0 143
du {( )du} “ (143)
atau
2
(1—u2)—d PP poo (144)
du? du

Jelas, bahwa PDB (144) tidak lain adalah PDB Legendre jika diasumsikan o = I(I +1).

Tinjau kembali persamaan Laplace (136), tetapi kali ini dalam sistem koordinat
silinder, yang diberikan oleh:
ii[ 8#()jdriaz—q)+az—q)=0 (145)
pop\"op) p2op?  a?
dan kembali menuliskan solusinya dalam bentuk separasi variabel
®(p,p,2)=P(p)Z(2)e"™? (146)
dengan m sebuah konstanta. Misalkan solusi dari fungsi Z diberikan oleh:
Z(z)=e" +e7" (147)
maka diperoleh untuk fungsi P(p) sebagai berikut:

2 2
LR S TE L ) (148)
dp® pdp P

Dengan mendefinisikan transformasi w = 1p, maka persamaan (148) berubah bentuknya

menjadi:
2 2
e, 1d—P+(1—m—JP:0 (149)

atau

2
Wzd—P+wd—P+(W2—m2)P:0 (150)
dw? dw

yang tidak lain adalah PDB Bessel.
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Dari hasil yang diperoleh dalam memecahkan persamaan Laplace (136), terlihat
bahwa dua buah PDB yang ditinjau dalam bab ini, yakni Legendre dan Bessel, masing-
masing dapat muncul jika kita meninjau kasus dengan simetri tertentu. Seperti yang telah
dibahas, solusi keduanya hanya dapat diperoleh jika kita memecahkannya dengan metode
Frobenius. Kemunculan kedua persamaan diferensial tersebut dapat dijumpai antara lain
dalam persoalan yang menyangkut fenomena listrik-magnet maupun gelombang.

Pada dasarnya, masih banyak lagi persamaan diferensial biasa yang solusi dapat
dicari melalui metode Frobenius tersebut. Diantaranya adalah PDB Hermite dan
Laguerre, yang kemunculannya dalam Fisika dapat dijumpai pada pembahasan mengenai

teori kuantum.
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BAB 14

ANALISIS KOMPLEKS

1. Pendahuluan

Pada Bab 2, telah secara singkat dibahas mengenai definisi fungsi kompleks, yang
merupakan fungsi dari variabel kompleks. Misalkan f(z) adalah sebuah fungsi kompleks
dengan z = x+1iy merupakan variabel kompleks yang dimaksud, dengan variabel x dan
y riil, maka fungsi tersebut dapat dipisahkan atas bagian riil dan imajiner-nya sebagai
berikut:

f(z)=u(x y)+iv(xy) (1)
dengan u(x,y) dan v(x,y) merupakan fungsi-fungsi riil dalam bidang kompleks (x,y).
Berbeda dengan fungsi-fungsi riil dengan dua variabel, fungsi kompleks tidak dapat
direpresentasikan dalam bentuk grafik.

Bab ini memfokuskan diri pada pembahasan mengenai diferensiasi dan integrasi
yang terkait dengan fungsi-fungsi kompleks tersebut beserta sifat-sifatnya. Dibandingkan
dengan diferensiasi maupun integrasi terhadap fungsi-fungsi riil, untuk fungsi-fungsi
kompleks jelas memiliki tingkat kerumitan yang lebih tinggi, oleh karena itu apa yang
disajikan dalam pembahasan selanjutnya lebih ditekankan pada hal-hal mendasar yang

relatif sederhana.

2. Fungsi Kompleks Analitik
Tinjau kembali fungsi kompleks (1). Untuk membuktikan bahwa setiap fungsi

kompleks dapat dituliskan dalam bentuk tersebut kita ambil sebagai contoh fungsi

f(z)=e? =XV )
yang dapat dituliskan kembali sebagai berikut:
f(z)=e*V
=eXeV ©)

=e*(cosy +isiny)=e*cosy+ie*siny
Jelas bahwa dibandingkan dengan persamaan (1) diperoleh:

u(x,y)=e*cosy, v(x,y)=e*siny (4)
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Contoh 2.1. Tentukan u dan v untuk f(z)=|z|. Karena |z|=\/zz_*, maka

2| = J(x+iy)x—iy)={x*+y?. Dengan demikian u=+x?+y? dan v=0.
Perhatikan bahwa |z| tidak lain merupakan jari-jari sebuah lingkaran, sehingga kurva

yang dibentuk oleh fungsi tersebut dalam bidang (x, y) adalah sebuah lingkaran pula.
Berdasarkan uraian fungsi kompleks dalam bentuk persamaan (1), dapat dengan
mudah kita duga bahwa suatu fungsi kompleks adalah analitik, dalam artian kontinu dan

memiliki turunan di bidang kompleks terkait, jika turunan-turunan parsial ou/ox, ou/dy
dan ov/ox, ov/dy terdefinisi. Sebagaimana halnya untuk fungsi riil, fungsi kompleks

dikatakan analitik di titik z jika memiliki turunan:
df A
f'lz)=—= lim — 5
( ) dz Az>0Az ©)
yang berharga tunggal untuk setiap z. Selanjutnya definisi turunan pada ruas kanan
persamaan (5) secara eksplisit diberikan oleh:

Af f(x+AX, y+Ay)- f(x,y)

lim —= lim - (6)
Az—>0 A7 Ax—0 AX +1AY
Ay—0

Seperti yang diilustrasikan pada Gambar

; 1, turunan di titik tersebut dapat didekati dari
'il berbagai macam arah. Misalkan untuk seluruh
— / arah turunan tersebut analitik, maka hal tersebut
\ juga berlaku untuk turunan yang dimaksud

didekati dari arah sejajar sumbu x dimana

Ay = 0. Pada kondisi ini, ruas kanan persamaan

(6) menjadi tereduksi dan dengan mengacu pada

Gambar 1 persamaan (1), diperoleh:
lim f(x+Ax,y)—f(x,y):ﬂ:8_u+ig @)
AX—0 AX OX OX 0OX
Di pihak lain, jika titik tersebut dari arah yang sejajar sumbu y diperoleh:
lim f(X1y+Ay)_f(X7y):_iﬂ: i8U+8V (8)

Ay—0 1Ay ox 5 5

230



Jelas, agar kedua limit tersebut memiliki harga yang sama, maka kondisi yang harus
dipenuhi adalah:

2 % (9)
= (90)

Kondisi yang diberikan pada persamaan (9) dinamakan sebagai kondisi Cauchy-
Riemann. Mengingat turunan pada titik tersebut berharga tunggal maka jelas bahwa
secara umum:

ﬂza_u“@:@_ia_u (10)
dz ox ox oy oy

Cara lain yang lebih umum untuk membuktikan hal di atas adalah sebagai berikut;
tinjau turunan total fungsi f(z):

of

df =—dz 11
0z (11)
Selanjutnya diferensiasi parsial terhadap x dan y menghasilkan:
o _of dz_dt (123)
ox oz dx dz
o = of dz = iﬂ (12b)
oy ozdy dz
dimana dz/dx =1 dan dz/dy =i . Ingat, karena f adalah fungsi dari satu variabel, yakni

z , maka berlaku of /6z = df /dz. Dengan demikian dari persamaan (12) diperoleh:

df _of __of

= 2 g2 13
dz ox oy (13)

yang tidak lain adalah persamaan (10) dan mengimplikasikan kondisi Cauchy-Riemann
9).

Sebelum melanjutkan pembahasana, berikut adalah beberapa definisi yang perlu
dipahami: Sebuah titik z di dalam bidang kompleks dikatakan sebagai titik regular bagi
fungsi f (z) jika fungsi tersebut analitik padanya, dan dikatakan sebagai titik singular jika
tidak analitik. Titik singular tersebut dinamakan titik singular terisolasi jika f (z) analitik

dalam suatu lingkaran kecil di sekitar titik tersebut.
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Terkait dengan karakteristik dan daerah definisi bagi fungsi kompleks f(z),

berikut adalah beberapa teorema dasar yang berguna bagi diskusi selanjutnya:

Teorema l.  Jika di suatu daerah tertutup pada bidang kompleks fungsi-fungsi u(x, y),
v(x, y), dan turunan-turunan parsialnya terhadap x dan y kontinu dan
memenuhi kondisi Cauchy-Riemann, maka f(z) analitik di setiap titik di

dalam daerah tersebut.

Teorema Il. Jika f(z) analitik di suatu daerah, maka ia memiliki turunan untuk semua

orde di titik yang berada pada daerah tersebut, sehingga dapat diuraikan

dalam deret Taylor disekitar sebarang titik z, yang berada dalam daerah
tersebut. Deret tersebut konvergen disekitar z, yang limitnya mendekati

titik singular.
lustrasi dari pernyataan Teorema Il di atas diberikan oleh Gambar 2. Misalkan

dalam daerah R sebuah fungsi f(z) analitik dan terdapat satu titik singular di batas
daerah tersebut. Tinjau suatu titik z di R dan dua titik z, dan z; yang masing-masing
terkait dengan kurva lingkaran C dan C’ yang berjari-jari | z—zo| dan |z - zg|. Terlihat

dalam ilustrasi tersebut terlihat bahwa pada kurva C’, termasuk didalamnya adalah titik

singular, sehingga titik z; tidak dapat digunakan sebagai acuan bagi uraian Taylor
terhadap f(z). Sebaliknya titik z, dapat digunakan karena tidak ada singularitas

padanya.

Titik Singular

Gambar 2

232



Teorema Ill. Jika f(z)=u(x,y)+iv(x,y) analitik di suatu daerah, maka u dan v

memenuhi persamaan Laplace:

2 2

Z—;sz—g: 0 (14a)
X
2 2

%+%= 0 (14b)
X

Untuk membuktikan Teorema I11 di atas, tinjau kondisi Cauchy-Riemann (9). Dengan
melakukan diferensiasi sekali lagi terhadap u atau v untuk masing-masing variabel

teorema tersebut dapat dengan mudah dibuktikan.

Contoh 2.2. Tinjau f(z)=e”. Buktikan bahwa Teorema Il berlaku. Telah
diketahu bahwa untuk fungsi tersebut terkait dengan u =e* cosy dan v =e*siny. Dapat

dengan mudah dibuktikan bahwa: 0%u/ox? =e*cosy dan 0%u/oy? =—e*cosy.
Sehingga dengan demikian persamaan Laplace (14a) terpenuhi. Melalui cara yang sama

dapat diperlihatkan pula bahwa persamaan (14b) untuk v juga berlaku.

3. Integral Kontur

Berbeda dengan definisi integral untuk fungsi riil yang batas-batasnya merupakan
bilangan riil, dimana keduanya berada dalam satu garis bilangan, maka untuk integrasi
fungsi kompleks batas-batas tersebut berada dalam bidang kompleks yang cara
menghubungkannya ada tak-berhingga buah, sebagaimana diilustrasikan oleh Gambar 3.

Secara naif dapat diduga bahwa kontur lintasan

y 2 integrasi yang berbeda secara umum membuat
C, integral fungsi f(z) yang analitik pada lintasan
tersebut berbeda pula. Untuk membuktikannya
C2 tinjau bentuk integral tertutup berikut
Zi
§ f(z)dz = §(u +iv)(dx +iy)
X c C
= j?(udx —vdy)+i ﬁ(vdx +udy)
Gambar 3 c c

(16)
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dimana C merupakan kontur sebarang lintasan tertutup dengan z; =z; . Selanjutnya

dengan menggunakan Teorema Green pada bidang yang telah dibahas dalam Bab 6 Pasal
6, tinjau bagian riil ruas kanan baris kedua persamaan (16):

iudx vdy) = ” [————jd dy (17)

LuasC

Berdasarkan kondisi Cauchy-Riemann (9) dapat dengan mudah dibuktikan bahwa ruas
kana integral (17) berharga nol. Melalui cara yang persis sama dapat dibuktikan pula
bahwa bagian imajiner ruas kana baris kedua persamaan (16) juga memenuhi kondisi:
§(vdx +udy)=0 (18)
C
Sehingga dengan demikian berlaku teorema berikut:
Teorema IV. Misalkan C adalah lintasan dengan kontur tertutup yang tidak saling

berpotongan dan misalkan f(z) analitik pada dan didalamnya, maka
intgrasi berikut berlaku:
§f(z)dz=0 (19)
C
Teorema IV di atas dinamakan sebagai Teorema Cauchy-Goursat. Catat bahwa arah
integrasi pada kontur yang terkait adalah searah dengan jarum jam.

c Sekarang kita tinjau kontur lintasan yang
3

y Lt diilustrasikan oleh Gambar 4, dimana C; +Cjy
dan C, +C; adalah lintasan-lintasan tertutup.
c Berdasarkan Teorema Cauchy-Goursat (19):
2
7 j dz+J' z)dz=0  (20a)
G Cs
X [f(z)dz+ [f(z)dz=0  (20b)
Gambar 4 C, Cs

Jelas persamaan (20) mengimplikasikan bahwa:
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[ f(2)dz= [ t(z)dz (21)

C C,

Sehingga dengan demikian integral fungsi tersebut tidak bergantung pada lintasan yang
diambil. Secara khusus integral dalam bidang kompleks yang terdefinisi pada suatu
lintasan dinamakan sebagai “Integral Kontur”, yang mirip dengan integral lintas dalam
Bab 6 mengenai analisis vektor.

1+i
Contoh 2.3. Tinjau integral jzdz dengan mengambil lintasan pertama C; adalah
0

0—>1—->1+i dan lintasan kedua C, adalah garis miring 0 —1+i. Tuliskan bentuk

inetgral yang dimaksud dalam bentuk berikut:
I(x+ iy)(dx + idy) = I(xdx— ydy)+i(ydx + xdy) (i)

Perhatikan bahwa batas-batas untuk x dan
2 =1+i y adalah riil. Selanjutnya tinjau untuk
lintasan C; yang terbagi atas 0 —1 dan

c 1—>1+i. Evaluasi integral (i) untuk
1

lintasan 0 —1 dengan mengingat untuk

\ 4

lintasan tersebut tersebut dy=0 dan

y = Odiperoleh:
Gambar 5 1 1,0 1
J'xdx=—x ‘ == (iii)
2 o 2
0
Sedangkan untuk lintasan 1— 1+ i, sebagaimana terlihat pada Gambar 5, dx =0, x=1,
dan batas y adalah y =0 sampai 1, sehingga:

}(—y+i)dy=(—%y2 +iyJ1

1 . .
=4 (iv)
n 2

0

Hasil akhir integrasi adalah jumlah dari integrasi untuk lintasan 0 -1 dan 1 —»>1+i:

1+i

1 1 . .
zdz=="—=—+i=i Y
{ S5 v)
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Berdasarkan Gambar 5, untuk lintasan C,, hubungan antara y dan x diberikan

oleh y =x, dengan dy = dx sehingga integral terkait yang harus diselesaikan adalah:

1 1
I(xdx—ydy)+i(ydx+xdy): iIZde: ixz‘0 =i (vi)
C, 0

sama dengan hasil integrasi untuk lintasan C,. Terbukti bahwa pemilihan lintasan tidak

mempengaruhi hasil akhir integrasi. Berdasarkan hal ini, integrasi langsung integral

1+i
J'z dz juga memberikan hasil yang sama:
0

1+i
1,

L
'[zdz:—z w_1
0 2

:§(1+i)2 =i (vii)

0

4. Integral Cauchy
Pada perumusan Teorema Cauchy-Goursat (19) pada daerah yang ditutupi oleh

kontur C fungsi f(z) bersifat analitik pada batas dan didalamnya. Sekarang tinjau

bentuk integral berikut:

§ f(2) 4, 22)

L1-14
dengan f(z) analitik pada dan di dalam C serta z,eC. Jelas bahwa fungsi
f(z)/(z-2,) memiliki singularitas pada daerah tersebut. Untuk memecahkan bentuk

integral semacam itu, tinjau bentuk kontur yang diberikan oleh Gambar 6.

Gambar 6
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Kontur pada Gambar 6 terdiri atas gabungan lintasan-lintasan C+C, +C_ +C,,
dimana C_ dan C_ adalah lintasan yang saling berlawanan, sedangkan C, berbentuk

lingkaran terputus dengan jari-jari r dengan arah putaran searah jarum jam, sehingga z

pada lingkaran tersebut dapat dituliskan sebagai

7=1q+re'? (23)
dengan
A<p<2r-A (24)
Berdasarkan pemilihan kontur tersebut jelas bahwa:
f Molz =0 (25)
C+C,+C_+Cy 2= 1o
karena melalui pemilihan tersebut z, berada di luar kontur. Selanjutnya, integral (25)

dapat diuraikan menjadi:

I—f(z) dz+_[ﬂdz+jﬂdz+j f(z) dz=0 (26)
CZ—ZO C+Z_ZO c. 0 Co

Berdasarkan penulisan z dalam bentuk polar (23), inetgral ke empat pada ruas Kiri

persamaan (26) dapat dituliskan menjadi:
o) .
iji—)f 0 Jreivdp=i [ lzg+re' )do (27)
Co re'? Co

Jika parameter A pada rentang ¢ (24) diambil A — 0, maka konsekuensinya, dua

lintasan yang saling berlawanan C, dan C_ menjadi berimpit dan integrasi keduanya

menjadi:
| f2) dz+ | f2) 4, ¢ (28)
¢ 272 c 21—
Sebagai konsekuensinya:
jﬂdz:-ijf(zo+re‘<")d¢=ijf(zo+re“ﬂ)d¢ (29)
ct %0 C Ct
0 0
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Perhatikan bahwa tanda negatif pada ruas kanan persamaan (29) mengakibatkan kontur
berubah arah dari searah jarum jam menjadi berlawanan arah jarum jam, sama dengan

ruas kiri, yang dilambangkan oleh perubahan simbol lintasan dari C, — C;. Di pihak
lain, jika diambil r —0, maka f(z)— f(zy), sehingga persamaan (29) berubah
menjadi:

dz =2iz f(zp) (30)

Cz—zO

Perlu ditekankan bahwa pada limit A — 0 dan r — 0, lintasan C menjadi tertutup dan
lintasan lainnya dapat dikatakan hilang, sehingga ruas paling kiri integral (29) menjadi
integral tertutup.

Teorema V. Misalkan f(z) analitik pada dan di dalam kontur tertutup C, maka nilai

f(zq) dimana z, berada didalamnya diberikan oleh:

_ 1@
f(zo)= 2ir )71, dz (31)

Integral pada ruas kanan persamaan (31) dinamakan sebagai Integral Cauchy.
Perhatikan bahwa ketika mengevaluasi integral tersebut yang perlu diketahui adalah nilai
fungsi f pada lintasan tertutup C dan sebagai hasilnya diperoleh nilai fungsi tersebut
pada titik yang bukan berada pada lintasan tersebut, tetapi di dalam daerah yang
dilingkupinya.

Contoh 2.4. Misalkan f(z)=(z+i)?, tentukan f(1). Ambil sebagai kontur
tertutup lingkaran berjari-jari 1, yang dalam koordinat polar dapat dituliskan sebagai
z=Re'"” dan dz=iRe'?dyp, dengan R =1. Dapat dibuktikan bahwa titik z =0 berada

didalamnya dan f(z) analitik pada daerah tersebut. Kemudian nyatakan dalam

i7/2

representasi Euler i = e/, sehingga integral Cauchy (31) menghasilkan (buktikan!):

F1)= 1 (Rei‘” +ei"/2)2

. iRe'’d
2I72'C Re'? ?
2 27
1 Igo i7r/22 1 i (Y 1
= +e dp=—|2e'?——e"? =—(-27)=-1
27z£( J o 27 2. 7), 2 )
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Hasil yang sama dapat diperoleh dengan jalan mensubstitusikan langsung z =0 pada
fungsi yang ditinjau: f(0)=i% =-1.
5. Deret Laurent

Tinjau kembali fungsi kompleks f(z). Mirip dengan uraian Taylor untuk fungsi

riil, terhadap fungsi kompleks tersebut dapat pula dilakukan uraian semacamnya dalam

bentuk sebagai berikut:

f(z)= Z (z-24) +Z (32)

n=0 n=1 Z - Zo)
Deret (32) dinamakan sebagai deret Laurent dan deret dengan koefisien d, dinamakan
sebagai bagian utama deret tersebut. Jelas terlihat bahwa analitik atau tidaknya f(z) di
z =z ditentukan oleh kehadiran koefisien d, . Sedangkan syarat bagi keberadaan deret
Laurent menghendaki konvergensi dari deret yang bersangkutan dalam suatu rentang
modulus | z—zo|. Misalkan f(z) memiliki beberapa n—buah titik singular z,2,.,...,z,
dimana untuk masing-masing titik singular terkait dengan sebuah lingkaran berjari-jari

Rn :| zn|, sebagaimana yang diilustrasikan dalam Gambar 7. Maka dalam rentang antar

lingkaran terdekat memiliki deret Laurent yang berbeda.

Zp

/D
</

Gambar 7
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Jika koefisien d,, untuk semua n, maka jelas fungsi f analitik di z =z;. Jika
terdapat sejumlah n buah suku dengan d,, = 0, maka dikatakan fungsi tersebut memiliki
kutub berorde n dan jika hanya ada satu buah kutub yakni n=1, f dikatakan memiliki
kutub sederhana dan koefisien d; dinamakan sebagai residu dari f di z = z;. Selain itu,
jika ada tak berhingga d,, # 0, maka f dikatakan memiliki singularitas esensial.

Untuk lebih memperjelas, tinjau sebagai contoh fungsi berikut:

f(2)=———— (33)

2(z-1)z-2)
Terlihat bahwa fungsi tersebut memiliki tiga buah titik singular yakni di z=0, z=1 dan
z = 2. Sehingga dengan demikian rentang deret Laurent yang perlu dicari adalah untuk

(i) 0<|2 <1, (i) 1<|2| < 2 dan (iii)| 7| > 2.

Untuk rentang 0 < | z| <1, agar memudahkan ubah penulisan fungsi (33) menjadi:

f(z)=1[i—i} (34)

z2|z-2 z-1
Lalu lakukan uraian sebagaimana untuk uraian Taylor di sekitar z =0, sehingga

diperoleh:

f(z)=1 13,072,058 1.3, 7, 15, 1 (35)
z|2 4 8 16 4 8 16 27

Jelas dari bentuk deret Laurent (35) bahwa untuk rentang 0<|z|<1, f(z) memiliki
kutub sederhana dengan residu d; =1/2. Sebelum kita membahas untuk rentang
1<|Z7| <2, ada baiknya ditinjau terlebih dahulu kasus rentang |z| > 2. Jika secara naif
kita lakukan uraian sebagaimana untuk kasus O<|z| <1, maka deret yang dihasilkan

akan divergen. Oleh karena itu, lakukan pengubahan berikut terhadap fungsi (33):

1 1 1 1 1 1
f(z):z—z[l_Z/z H-J/z}?{l-?z’ﬁ} (30)

dengan Z =1/z. Selanjutnya kembali lakukan uraian untuk fungsi di dalam kurung siku

pada ruas kanan persamaan (36) di sekitar Z =0 seperti yang dilakukan untuk persamaan

(35) dan diperoleh deret Laurent yang terkait sebagai berikut:
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=t —+—+—+.... (38)

Dari deret tersebut segera terlihat bahwa untuk rentang |z| > 2 pada z=0, f memiliki

singularitas esensial. Selanjutnya, untuk rentang 1< | z| < 2, ubah terlebih dahulu bentuk

-1

dengan Z =1/z. Pemilihan ini dilakukan karena untuk rentang tersebut fungsi (z —2)_1

fungsi (33) menjadi:

konvergen, sedangkan (z—1)"" divergen, dan sebaliknya fungsi (1-1/z)™" konvergen.

Kembali melalui cara yang sama diperoleh deret Laurent yang dimaksud:

f(z):i{_i—lz—lzz —%23 +....—1(1+1+i2+i3+ ..... H
(40)

z| 2 4 8 6 Z 7 7z 7
.11 1. 1 1 1 1.
4 8 16 2z 72 23 407

yang juga memiliki singularitas esensial di z =0 dan residu d; =-1/2.
Secara umum, untuk memperoleh koefisien c,, dan d,, dari f(z) dapat diperoleh

dengan mengevaluasi integral berikut:
1 f(z)

Cn =5 i 2 dz (41a)
1 f(z)

d, = — d 41b

2 i (z -7 )—n+1 : ( )

6. Teorema Residu

Perhatikan kembali integral Cauchy (31) yang dtuliskan dalam bentuk berikut:

§F(z)dz = 2ix f(z9) (42)

dengan F(z) merupakan fungsi yang didalamnya mengandung singularitas tunggal di
titik z =z, yang dapat berupa kutub sederhana atau singularitas esensial. Secara umum

jika fungsi F tersebut memiliki kutub sederhana maka ia dapat diuraiakan menjadi deret

Laurent berikut:
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F(z)=>cn(z-20)" + (43)
n=0 Z—1g
dan
= ic (z2-24) +i (44)
n=0 n=1 Z_Zo)

jika memiliki singularitas esensial. Substitusikan uraian (43) ke dalam integral (42)

diperoleh:

dz = 2ix f(zp) (45)

§ dz_Z§c Z-17p) dz+§

=0
Perhatikan bahwa integral pertama pada ruas tengah persamaan (45) nol berdasarkan
Teorema Cauchy-Goursat (19), sehingga:

1 .
dliz—Zo dz = 2i7 f(zq) (46)

Kemudian kemudian kita evaluasi integral ruas kiri pada persamaan (46) di atas dengan
mengambil kontur C dengan bentuk lingkaran berpusat di z, dengan z =z, + Re'? dan

dz =iRe'?d, sehingga:

1 2T
§ dz_j lRe'(/’dq)—ljd(p 2in (47)
-1 Re'?

sehingga:
dy = f(zo) (48)
Jelas terlihat bahwa f(z,) tidak lain adalah residu dari uraian Laurent terkait.

Sekarang tinjau untuk uraian Laurent dengan singularitas esensial. Melalui cara
yang sama diperoleh:
§F (2 Z§ dz = 2iz f(zq) (49)
C nac (- Zo)

Selanjutnya uraikan integral pada ruas tengah sebagai berikut:

o

dz + Zf#; —dz = 2ix f(z) (50)
z—zo) n2e (z-12p)
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dimana integral ruas kiri persamaan (50) telah diperoleh sebelumnya. Sama dengan cara
mengevaluasi integral (47) diperoleh:
2z 1

= 1 oy o~
nZ::Zdni RNein® IReTdp = nz_;ld” E')‘ Rn—lei(n—l)(ﬂ do (51)

Selanjutnya tuliskan kembali integral ruas kanan persamaan (51) dalam bentuk berikut:

0 .

o : 2 Y
Z% Ie'(”‘l)‘/’dgo => "121 Icos[(n ~1)p]-isin[(n-1)p]dp=0 (52)
n=2 R 0 n=2 R 0

=0
Sehingga dengan demikian diperoleh kembali untuk kasus dengan singularitas esensial

F(zo)z d, . Dengan cara yang serupa diperoleh pula hasil yang sama untuk kasus dengan

kutub berorde n.

Gambar 8

Dari sini jelas, khusus untuk kasus dengan kutub sederhana, selain dengan
menguraikannya melalui uraian Laurent, salah satu cara untuk memperoleh residu yang

dimaksud dapat diperoleh melalui hubungan:
lim (z-z)F(z)= f(zq) (53)
-1
Misalkan F(z) dapat dinyatakan sebagai:
F(z)= 9(2) (54)

dan lim h(z): 0, maka residu dapat diperoleh dengan menggunakan aturan L’Hopital:
Z—)ZO
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fim 2 20) 93 (2 (55)

Melalui cara yang sama, dapat dilakukan perluasan ke kasus dimana dalam kontur
yang ditinjau fungsi F(z) memiliki n—buah singularitas. Untuk itu tinjau Gambar 8,
yang mirip dengan Gambar 6, dengan n—buah kutub yang masing-masing diisolasi oleh

lingkaran C,,. Seperti halnya ketika merumuskan integral Cauchy (31), untuk kasus ini

didapatkan bahwa:

§F(z)dz =2ir[f(zgy)+ f(zop)+ ...+ T(zgn)] (56)

dimana f(zy,) adalah residu dari deret Laurent yang terkait dengan titik singular zg,.

Pernyataan bahwa nilai integral kontur untuk fungsi F(z), dimana dalam kontur tersebut

terdapat sejumlah singularitas, sama dengan 2iz dikalikan dengan jumlah residu
dinamakan Teorema Residu. Jika semua titik singular tersebut merupakan kutub
sederhana, maka residunya dapat dicari melalui hubungan (53)

7. Contoh Penerapan dalam Fisika

Di dalam memecahkan problem-probelem Fisika, kadang kala kita dihadapkan
dengan bentuk-bentuk integral yang tidak dapat dipecahkan melalui teknik-teknik baku
yang sudah umum dikenal. Perumusan integral kontur baik dalam bentuk integral (19)
dan (30) maupun teorema residu (56), sering kali dapat digunakan untuk memecahkan
integral-integral tersebut.

Salah satu bentuk fungsi yang kerap dijumpai seperti dalam spektroskopi infra
merah atau pun persoalan difraksi Fraunhoffer adalah fungsi kardinal sinus (sinus
cardinal) atau *“sinc” yang secara sederhana dituliskan sebagai berikut:

sinc(x) = % (57)
Fungsi tersebut, melalui aturan L’Hépital memiliki limit:
lim sinx _ 1 (58)
x—0 X

Dalam persoalan difraksi Fraunhofer misalnya, fungsi tersebut muncul berkaitan

dengan pola intensitas gelombang cahaya pada layar akibat kehadiran bukaan optik

berbentuk celah, sebagaimana yang diilustrasikan pada Gambar 9.

244



|

Gambar 9

Total radiasi yang terdifraksi dapat dihitung dengan memecahkan integral berikut:

© 2
jsngdf (59)

dengan & adalah variabel posisi dan | intensitas. Melalui teknik integrasi perbagian,

yakni dengan mengambil u =sin? & dan dv =1/£2 | integral (59) dapat diubah menjadi:

T sin? & sin2¢g]” % sin2e T sin2&
L)éz §=-= _w+L ;0 L 50 (60)

e —
=0

Ruas kanan persamaan (60) dapat dituliskan kembali sebagai:

o0

J

—00

sin2&
S

sin X
——dx
X

az= | (61)

dengan x =2¢&,

)
I

-R -r Z-O r R X

Gambar 10
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Untuk memecahkannya ruas kanan integral (61), kita dapat lakukan dengan meninjau
integral kontur berikut:

)Eidz =0 (62)

C z

dengan kontur C yang dipilih diberikan pada Gambar 10. Kontur tersebut dipilih agar
titik singularitas di z=1zy, =0 tidak berada dalam daerah yang dilingkupinya, sehingga
integral (62) berlaku.

Berdasarkan pola kontur yang dipilih tersebut, maka integral (62) dapat diuraikan
menjadi beberapa bagian, yang terkait dengan lintasan-lintasan pada Gambar 10, sebagai
berikut:

-r _ix 0 Jirexp(ip) | R Lix 7 LiRexp(ip) _
[ Sax+ [ —iredp+ [“—dx+ [ —iRedp=0  (63)
R X re'¢ X Re'?
- Vs r 0
%/_/ H,—/
| 1 11 \%

Selanjutnya tinjau integral yang terkait dengan lintasan Il dengan mengambil limit

r — 0 diperoleh:

Oeirexp(igo) _ 0 ) 0
lim [=———ire'?dp = limi[e"**W)dp = i[dp = -iz (64)
r—>0” re'? r—0 -

dan tinjau pula integral untuk lintasan 1V dengan mengambil limit R — o

ﬂeiRexp(iq)) ) T ]
lim (& iRe'?dgp = lim i[eRePi2)g, (65)
R—)ooo Re'? R—»0 5

dengan menuliskan Rexp(ig)= Rcos¢ +iRsin¢ diperoleh

V4

v
R”m i eIReXp(WJ)ng: R”m i eIRCOS(pe—RSInwng:O (66)
—® 0 —®

Sehingga dengan demikian untuk kedua limit, r -0 dan R — o, persamaan (63)
menjadi:
0 X

j%dx—imo (67)

—00

Dengan mengambil bagian imajiner persamaan (67) diperoleh:
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[ P dx=2z (68)
Perlu ditekankan di sini, bahwa pengambilan kontur C yang diberikan pada
Gambar 10 bukanlah satu-satunya bentuk yang dapat diambil. Kita dapat pula mengambil
kontur lain seperti yang diberikan dalam Gambar 11. Perhatikan, dalam integral kontur

terkait bentuk integral yang dicari masing ditampung didalamnya.

y

Gambar 11
Berbeda dengan kontur sebelumnya, dalam kontur pada Gambar 11 z, berada di
dalam daerah yang dilingkupinya, sehingga kita dapat menggunakan teorema residu:

§F(2)dz = 27 f(z,) (69)

dengan F(z)=e?/z dan f(zy)=lim zF(z)=1 karena z =0 adalah kutub sederhana.

z—0

Integral untuk masing-masing lintasan diberikan oleh:

-I _ix 2z jirexp(ip) . R Lix 7 LiRexp(ip) _
[ Zax+ [ —irel?dp+ [*—dx+ [ —iRel?dp=2iz (70)
-R X T re'? r X 0 Re'?

| 1l Il I\

Perhatikan bahwa berbeda dengan integral (63), integral untuk lintasan Il memiliki batas

dari ¢ =7 sampai 27, dan melalui cara yang sama, untuk limit r -0 dan R — «

diperoleh:

0 eix
j—dx+i;z:2i;r (71)
X

—00

sehingga jelas persamaan (67) dan (68) dapat dihasilkan kembali.
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Sekali lagi, sebagai catatan akhir, pemecahan bentuk integral-integral tertentu
melalui penggunakan integral kontur membutuhkan tingkat kecermatan yang baik dalam
memilih fungsi kompleks terkait dan bentuk konturnya sedemikian rupa sehingga bentuk
integral yang dimaksud ditampung dalam pilihan tersebut. Ketepatan pemilihan akan

memudahkan kita dalam melakukan evaluasi.
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BAB 15

TRANSFORMASI INTEGRAL

1. Pendahuluan
Pada bab ini dibahas konsep transformasi fungsi dari suatu variabel ke variabel

lainnya dengan menggunakan operator integral. Misalkan f(u) merupakan fungsi dari
variabel u yang ingin ditransformasikan menjadi fungsi F(s) dengan variabel s, maka
transformasi integral yang dimaksud didefinisikan sebagai:

T f ()]~ F(s) 1)
dimana:

ty

T[f(t)]= [K(s,t)f (t)dt )

f;
dengan t; dan t; merupakan batas-batas integrasi dan K(s,t) dinamakan sebagai

“fungsi kernel” bagi transformasi yang terkait.
Secara khusus jika bentuk fungsi kernel yang digunakan berbentuk:
K(s,t)=K(s+t) (3)
maka untuk tanda negatif pada argumen ruas kanan (16) transformasi integral tersebut
dinamakan sebagai integral konvolusi dan integral korelasi untuk tanda positif.

Pada dasarnya, bentuk transformasi integral di atas dapat dipandang sebagai suatu
cara untuk merepresentasikan fungsi ke dalam bentuk lain, tergantung dari fungsi kernel
terkait, agar diperoleh bentuk yang secara matematis lebih mudah ditangani. Ada banyak
macam transformasi integral dalam matematika seperti transformasi Laplace, Fourier,
Weierstrass, Mellin dan lain sebagainya. Dalam Fisika, di antara semua transformasi
tersebut, transformasi Laplace dan Fourier adalah yang seringkali dijumpai. Sebagai
contoh, keduanya banyak digunakan dalam untuk memecahkan persamaan diferensial.

Pada bab ini kita hanya akan meninjau kedua jenis transformasi tersebut.

2. Transformasi Laplace

Fungsi kernel untuk transformasi Laplace didefinisikan sebagai berikut:

K(s,t)=e™" (4)
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dengan batas integrasi t; =0 dan t; — o, sehingga transformasi yang dimaksud adalah:

0

F(s)= e ™ f(t)dt (5)

0

dimana s > 0. Untuk memudahkan penulisan, diperkenalkan notasi berikut:
F=L{f} (6)
yang menyatakan bahwa fungsi F merupakan transformasi Laplace fungsi f .
Sebagai contoh sederhana dari tansformasi ini kita tinjau fungsi f(t):t. Melalui

integral per bagian diperoleh:

t t
F(S): lim te_St dt = lim l:—ieSt +lj.e_5t dt:l
S S 0

t—>ooo t—ow

~ lim {—ie—“ e )} ™
t—o0 S 52

_1
S2

Lit}=—=F(s) ®)

Contoh 2.1. Tentukan transformasi Laplace f(t)=sint. Kembali dengan

menggunakan teknik integral per bagian diperoleh:

t t
) ot . o1 ot . _
lim [e Stsintdt = lim=| —e Stsmt+J'e St cost dt

tow t>xo S
1 :
= I|m—[ setsint—e ™ cost+1]— I|m—I tsintdt
t—>oos t—w g 2 0
Dengan melakukan sedikit manipulasi diperoleh:
s2 4
lim 2 J‘e‘St sintdt = I|m—[ seSsint—e™™ cost+1] (ii)
t—>o0 3 t—>oos
atau
t —sSt : —st
. ot .| - int— 1
lim [e~tsintdt = ljm | 58 SINt=€ " cost+ (iii)
t—oo t—0 32 +1

0
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Sehingga diperoleh:

t
je‘“sintdtz >
0 s°+1

(iv)

atau

L{sint}=

s?+1 V)

Pada prinsipnya, melalui cara yang sama dengan di atas atau dengan teknik

khusus lainnya dapat diperoleh transformasi Laplace dari sebuah fungsi. Berikut adalah
beberapa contoh hasil transformasi tersebut:

Lia}="> (%)

L{sinat}= 5 (9b)
s®+a

Licosat}=— > 5 (9c)
s’ +a

Lisinhat} = ——— (9d)
s -a

L{coshat}=— > > (%)
s*—a

L{smc at} = arctanE (97)
a p

L{e‘at}:ﬁ, s+a>0 (99)

dimana a adalah konstanta. Untuk fungsi-fungsi yang lain dapat dilihat pada tabel yang

tersedia di buku teks standar. Karena transformasi Laplace adalah transformasi linier,
maka untuk f(t)=">" f,(t) berlaku:
n

L{f}=> Fa(s) (10)

n

dengan F, = L{f,}.

Contoh 2.2. Tentukan transformasi Laplace f(t)=1-cosht. Berdasarkan

linieritas transformasi Laplace diperoleh:
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L{L—cosht}=L{l}+L{-cosht}
1 s -1

s s?2-1 s3—s

Salah satu hal yang penting untuk dipelajari adalah transformasi Laplace terhadap

fungsi turunan y = dy/dt:
L(y)=[e " y(t)dt (11)

Misalkan untuk integral per bagian u=e"* dan dv=ydt, sehingga du=-se ™ dan
v =y, diperoleh:

J'e‘Stydt =ey|S +sje‘5tydt (12)
0 0

Suku pertama pada ruas kanan persamaan (12) memberikan:
ey =-y(0)=-y, (13)
dengan y(O)z Yo adalah kondisi awal untuk y, sedangkan suku keduanya tidak lain

adalah:

0

[etydt=L(y)=Y(s) (14)
0

Sehingga dengan demikian diperoleh:
L(y)=sY(s)- o (15)
Melalui cara yang sama diperoleh:
L(¥)=5Y(s)~syo = Yo (16)
Jelas berdasarkan transformasi Laplace (15) dan (16) serta sifat linieritas
transformasi Laplace kita dapat mengaplikasikannya untuk memecahkan persamaan
diferensial biasa (PDB).
Sebagai contoh, tinjau PDB berikut:
jry=e' (17)
Terapkan transformasi Laplace untuk PDB (17) tersebut dan berdasarkan persamaan (99),
(15) dan (16) diperoleh:
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5*2\(—3)’0—3'/0+5Y—)/0=L (18)
s-1
Misalkan yy =1 dan y, =0, maka:

S(s+1)Y —(s+1)= ﬁ (19)
sehingga solusinya adalah:

S
Y(s)= 7 (20)

Terlihat bahwa fungsi Y(s) pada persamaan (20) di atas, sesuai dengan transfomasi

Laplace pada persamaan (9c) untuk a =1, sehingga dengan demikian solusi bagi PDB
(17) diberikan oleh:
y(t)=cosht (21)
Dari sini jelas bahwa transformasi Laplace dapat digunakan untuk memecahkan
PDB. Tetapi perlu dicatat bahwa tidak semua PDB dapat dengan mudah diselesaikan
melalui metode ini, mengingat untuk mencari transformasi balik bagi fungsi dalam
domain s ke t tidak selalu mudah.
Prosedur baku untuk mencari invers dari
C, e transformasi Laplace ialah dengan menggunakan
’ C, formulasi integral Bromwich. Tanpa membahas

/
)/ \ 1 penurunannya, misalkan F(s) adalah fungsi yang
R

ingin dicari invers transformasi Laplace-nya,

maka berdasarkan formulasi tersebut fungsi f (t)
\ dapat dicari dengan memisalkan F(s)— F(z)

S dimana z=x+iy dan selanjutnya melakukan

i evaluasi terhadap integral Bromwich berikut:
1 C+ioo

Gambar 1 ft)==—— [F(z)e*dz (22)
2ri

C—ioo
untuk t>0. Lintasan bagi integral Bromwich tersebut adalah suatu garis lurus C;

vertikal dengan panjang tak-hingga sebagaimana diilustrasikan pada Gambar 1.

Berdasarkan apa yang telah kita pelajari mengenai analisis kompleks pada Bab 14, kita
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dapat meninjau suatu kontur tertutup dengan menambahkan suatu kurva C, berbentuk

setengah lingkaran dengan jari-jari R — . Selanjutnya dengan menguraikan integral

terkait untuk masing-masing lintasan dan memanfaatkan teorema residu diperoleh:

C+ioo
§F(z)e2tdz = IF(z)ethz + IF(z)ethz = 2i 7 x jumlah semua residu (23)
C,+C, c—ico G,

%/_J
—0untuk R—>x

Dengan membandingkan persamaan (23) dengan (22) dapat disimpulkan bahwa:
f (t)=jumlah semua residu dari F(z)e™ (24)

Kembali perlu diingatkan bahwa selain dari formulasi integral Bromwich di atas,
cara lain yang dapat ditempuh adalah dengan memanfaatkan tabel transformasi Laplace

walaupun dibutuhkan kecermatan dalam melihat bentuk transformasi balikan yang dicari.

Contoh 2.3. Tentuk invers dari F(s)= s72. Untuk menentukannya tinjau fungsi
kompleks berikut F(z)=z"2, yang memiliki sebuah singularitas di z=0. Deret Laurent
untuk fungsi e*/z? adalah:

e 1t t? 3 -
—:—+—+—+_Z+-... (I)
22 22 Z 2 6

Terlihat bahwa residu dari deret tersebut adalah t, sehingga dengan demikian f(t) yang
dimaksud adalah f(t)=t.
3. Transformasi Fourier

Sedikit berbeda dengan transformasi Laplace, tinjau untuk transformasi Fourier
fungsi kernel berikut:

K(t, ) = e*ie" (25)

dengan t; = —co dan t; = oo dan transformasi yang dimaksud diberikan oleh:

()= [g(w)edo = Flg} (26)

dimana @ merupakan varibel riil dan ungkapan F{g} menotasikan transformasi Fourier.

Berbeda dengan invers transformasi Laplace yang terkait dengan integral Bromwich (22),

maka invers dari transformasi (26) diberikan oleh (tanpa pembuktian):

254



0

g(w)=— [ f(t)e™"dt (27)
dimana kedua fungsi f(t) dan F(s) memenuhi teorema Parseval:

Jlale)Fdw = [ 10)F ot (28)

Untuk kemudahan, selanjutnya kita akan menggunakan tanda positif untuk argumen
fungsi eksponen pada transformasi Fourier (26) dan negatif untuk inversnya (27).
Misalkan kita ganti variabel boneka pada persamaan (27) dan menuliskannya

kembali sebagai berikut:

o0

9(w)=— I f(s)e "Sds (29)

Selanjutnya sunstitusikan kembali ke persamaan (26):
1 o0
2 '[O

Jelas agar konsistensi transformasi Fourier terjaga, maka kondisi (30) harus terpenuhi.

f(s)e’)dsde (30)

8'—-8

Perhatikan bahwa untuk invers transformai Fourier terdapat faktor 1/2z pada

kondisi konsistensi (30) yang diberikan yang mengakibatkan integral (26) dan (27) tidak

simetri. Jika persamaan (30) diatur kembali penulisannya menjadi:

T f (s)e‘w(ts)ds} do (31)

—00

1 1
ft)=—"~= | | —
() \N2rw L{\/Zﬂ
maka kita dapat mendefinisikan transformasi Fourier yang simetrik terhadap inversinya

dengan mendefinisikan kembali ungkapan (26) dalam bentuk:

1 b iot
— w)e do 32
— L 9(e) (32)
dan inversnya diberikan oleh:
1 7 i
f(t)e " “dt 33
— jw (t) (33)
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Kembali pada transformasi Fourier (26). Terlihat bahwa fungsi kernel exp(J_r ia)t)
tidak lain merupakan fungsi harmonik tunggal dengan @ merupakan variabel frekuensi,
sehingga dengan demikian dapat ditafsirkan bahwa fungsi f(t) pada persamaan (26)
merupakan penjumlahan linier atas tak-hingga buah fungsi harmonik dengan rentang
frekuensi sudut —oo <@ <o dimana g(a)) merupakan amplitudonya. Jelas bahwa
konsep transformasi Fourier dapat digunakan untuk melakukan analisis spektral dari

suatu sinyal, yang secara umum tidak periodik. Sebagai contoh tinjau fungsi g(a))

berikut:
1 -a/2<w<a/2
)= 34
ol) {0 w* >a2/4 (9
Berdasarkan persamaan (26), integral yang terkait dapat diuraikan menjadi:
-a/2 a2 a2
jo e de+ j1 e do+ jo g = j1~e'a’tda) (35)
—» -a/2 a/2 -a/2

Selanjutnya dengan mengevaluasi ruas kanan persamaan (31) diperoleh:

a2 o132 iat/2 _  -at/2 .
J'l-e""tda):_le'“’t _e e _ 2sin(at/2) (36)
a2 it |4 it t
Sehingga dengan demikian didapatkan:
f(t)= F{g}:wz%sinc(at/z) (37)

Selanjutnya kita akan meninjau transformasi Fourier untuk fungsi yang memiliki
sifat simetri khusus yakni fungsi genap (even) g, (@) dan fungsi ganjil (odd) g, (@) yang
masing-masing memiliki sifat:

0e (- @)= ge () (382)
Go(-@)=-go(®) (38b)
Untuk fungsi genap ge(a;), transformasi Fouriernya dapat dituliskan dengan mengubah

fungsi eksponen dalam bentuk Eulerian sebagai berikut:

jge COSwtdw+|Ige sma)tda) (39)

—00

=0
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Integral kedua pada ruas kanan persamaan (39) menjadi nol karena fungsi sinwt

merupakan fungsi ganjil dengan sifat seperti (38b), sehingga:

f(t)=fo(t)= Tge(a))coswtda) = ZTge(w)coswtda) (40)
—o0 0

Perhatikan, integral pada ruas kanan persamaan (40) adalah konsekuensi dari simetri
yang dimiliki. Di pihak lain, invers dari transformasi (40) sesuai dengan persamaan (27)

adalah:

0

ge(t):i I fo(t)coswtdt :ij fo(t)cosmtdt (41)
21 = 7Ty

Sehingga, serupa dengan persamaan (30), kondisi konsistensi terkaitnya adalah:

o]

fe(t):g.[ fo(s)cosws-coswtdsdw (42)

an

Terlihat bahwa faktor didepan integral pada ruas kanan adalah 2/7z. Kembali dengan

mengatur penulisannya dalam bentuk berikut:

fe(t)=of[%]9 fe(s)coswsds} coswtdem (43)
oL” 0

Dari sini jelas bahwa untuk fungsi genap, kita dapat mendefinisikan transformasi Fourier

kosinus dan inversnya sebagai berikut:

0

folt)= Ige(a))coswtda) (44a)
0

(@)= ET fo(t)cosmtdt (44b)
T

0

Melalui cara yang sama, untuk fungsi ganjil berlaku transformasi Fourier sinus berikut:

fo(t):Tgo(a))sin otdo (45a)
0

9o (@)= 3]0 f,(t)sin wtdt (45D)
v

0
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Dapat dengan mudah diperlihathan bahwa untuk fungsi pada persamaan (37) dapat pula
diperoleh dari transformasinya melalui persamaan (44a).

4. Fungsi Delta Dirac

Pada pembahasan mengenai transformasi Fourier masih tersisa persoalan tentang
kondisi konsistensi sebagaimana yang diberikan pada persamaan (30). Untuk itu kita
tinjau kembali persamaan tersebut dengan menuliskannya dalam bentuk berikut:

f(t)= T f(to){% T ei“’(”(’)da)} dt, (46)

Perhatikan integral dalam kurung siku pada ruas kanan persamaan (46). Kita dapat

mendefinisikan sebuah fungsi:

Slt—ty) = — | gl ?(t-)g (47)
27 -
sehingga persamaan (46) menjadi:
F(t)= [ f(to)alt—to)dto (48)
Berdasarkan persamaan (47) jelas bahwat:
S(t—ty)=0, untuk t = t, (49)

dan &(t - s) dapat dikatakan tidak terdefinisi jika t =t,. Jika f(ty)=1, maka persamaan

(48) mengimplikasikan bahwa:

Tﬁ(t —tg)dty =1 (50)

Secara spesifik fungsi dengan sifat yang memenuhi kondisi (48)-(50) dinamakan
sebagai fungsi delta Dirac. Fungsi ini dinamakan sesuai dengan nama perumusnya Paul
A. M. Dirac dan kerap dijumpai dalam teori kuantum. Perlu ditekankan di sini bahwa
prosedur di atas bukan untuk membuktikan secara ketat kehadiran fungsi ¢ —Dirac,
tetapi hanya untuk menunjukkan bahwa jika fungsi tersebut ada maka dengan mudah
kondisi konsistensi bagi transformasi Fourier dapat ditunjukkan.

Berdasarkan fungsi tersebut kini teorema Parseval (28) dapat dibuktikan melalui
cara berikut:
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T f(t)ei‘”tdt}{ T f*(tg)e % dt0]dw

T £(t)f *(to){ [ ei“’(tt‘))da)} dt, dt (51)

275(t-1,)

217z J Mof S(t-tg dto}dt —217[ (RGO

—00

t(t)
Kembali pada definisi fungsi delta Dirac (47) untuk t, =0, jika dituliskan dalam bentuk:

5(t)= T i-ei“’tda) (52)

maka sesuai dengan persamaan (26), fungsi tersebut dapat dipandang merupakan hasil
transformasi Fourier untuk fungsi g(w)=1/27 , dengan inversnya diberikan oleh:

0

== [olt)edt (53)

5. Integral Konvolusi
Sebagaimana telah disinggung pada bagian pendahuluan, misalkan fungsi kernel
K didefinisikan dalam bentuk:
K(t.to) =gt -to) (54)
maka integral (2) yang dituliskan dalam bentuk:

ty
[olt—to)f(to)dto = g = f (55)

f;
dinamakan sebagai konvolusi dari g dan f . Sedangkan

Ty

[ flt—to)alto)dto = f *g (56)

i
Misalkan pada konvolusi (56) dilakukan transformasi variabel:

t —to =7y (57)
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sehingga ty =t—7 dan, dt, = —dz maka bentuk tersebut akan bertansformasi menjadi:

ty Tt

[ ft-to)a(to)dto = [ f(ro)glt - 7o)d7o = ]ig(t—fo)f(fo)dfo =g* f (58)

ti Tj Tf
dengan batas integrasi untuk domain r pada ty =t; adalah 7; =t—t; sedangkan pada
to =ts adalah 7y =t—t; dimana z; < ;. Hubungan (58) menunjukkan bahwa operasi

konvolusi bersifat komutatif:
frg=g=f (59)
Salah satu sifat yang penting dari operasi konvolusi, adalah mengenai perilakunya
terhadap transformasi Laplace dan Fourier. Tinjau transformasi Laplace terhadap integral

konvolusi berikut:

0 t
L(g* f)=[e ™ [g(t—to)f (to)dtodt (60)
0 0

dengan batas bagi integral konvolusi adalah t; =0 dan t; =t. Seperti pada pembuktian

sifat komutatif operasi konvolusi, kembali lakukan transformasi (57) sehingga ruas kanan

persamaan (60) menjadi:

) 0
- J.e_s(tOMO)J 9(z0)f (to)dtod g (61)
0 T

dimana 7; =7 dan z; =0. Perhatikan persamaan (60), terlihat bahwa untuk integrasi
terhadap t, akan menghasilkan sebuah fungsi dari variabel t yang memiliki rentang
0 <t < oo, dengan demikian berdasarkan hubungan (57) jelas bahwa 7y, — o, sehingga

integral (61) dapat dituliskan kembali sebagai:

o0

Ie_sro 9(ro)d 7o Ie_StO f (to)dto (62)
0 0
G(s) F(s)
Sehingga untuk persamaan (60) diperoleh:
L(g = f)=G(s)F(s) (63)

yang menunjukkan bahwa dalam transformasi Laplace integral konvolusi merupakan

perkalian biasa dari transformasi Laplace dari masing-masing fungsi.
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Untuk transformasi Fourier tinjau perkalian dua buah fungsi g;(@)g,():

(21)2 [ folto)e ' dty [ fy(ty)e'“udty
T) —o —o0
1

=W j j folto)fy(ty Je o Waitait

Selanjutnya misalkan t; =t —t, dengan dt; = dt, sehingga baris kedua persamaan (64)

9o(@)os (@)=
(64)

—00 —00

berubah menjadi:

1
(27}

Kemudian dengan mangtur kembali integral (65) dalam bentuk berikut:

T Ojo folto) ot —tg )ttt (65)

—00 —00

o0

1 7)1 y
EI o [ folto) fat—to )dt |7t (66)

Jelas bahwa integral di dalam siku kurung merupakan integral konvolusi:

I folto) fLlt —to)dto = fo * f (67)
Sehingga (66) menjadi:

o0

1 s
o | - foxfie lotgt — F{fy » f, } (68)

—00

dimana t; =—oo dan t; =oo. Jelas, berdasarkan hubungan-hubungan di atas, diperoleh

bahwa:
1
9o(@)91 ()= Z—F{fo « £ | (69)
T
Melalui cara yang hampir sama, dapat diperoleh juga hubungan berikut:
fo(t)fo(t)= Flgo * 91} (70)

Dalam Fisika, penerapan integral konvolusi dapat dijumpai pada analisis sinyal,
optik, akustik dan semua persoalan yang menyangkut sistem-sistem yang memiliki sifat
dispersif, dimana respon dari sistem akibat stimulasi dari luar tidak terjadi secara

bersamaan.
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